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本 书 是 编者 在 上 海 交 通 大 学 应 用 数学 系 多 年 教学 的 基础 上 逐步 编写 而 成 
的 . 实 变 函 数 与 省 函 分 析 已 是 一 门 比较 成 熟 的 数学 专业 基础 理论 课程 ,编者 根 
据 上 海 交 通 大 学 应 用 数学 专业 本 科教 学 的 实际 需求 与 可 能 ,对 内 容 进行 了 一- 
定 的 取 侈 .在 " 实 变 函 数 "部 分 ,适当 增加 了 “拓扑 空间 "的 若干 基本 概念 的 介 
绍 ;在 测度 论 中 ,直接 引入 集合 代数 与 a 代数 及 一 般 测度 的 初步 理论 , 而 将 经 
典 的 Lebesgue 测度 作为 其 特例 ,并 由 此 展开 相应 的 可 测 函 数 与 积分 理论 ;对 
广义 测度 与 复 测 度 也 作 了 简要 介绍 ;同时 淡化 了 对 某 些 具体 的 实 函数 的 性 质 
的 深入 探究 , 且 将 有 关 有 界 变 差 函 数 与 绝对 连续 昂 数 的 讨论 置 于 附录 之 中 .在 
“ 泛 函 分 析 "部 分 , 仍 限于 赋 范 线性 空间 内 积 空间 及 有 界线 性 算 子 与 泛 函 的 基 
本 内 容 , 但 对 部 分 内 容 进 行 了 适当 的 简化 .例如 :基于 一 般 测度 的 积分 理论 ,1? 
空间 只 是 作为 L* 空间 的 特例 ;在 Hilbert 空间 理论 中 将 Fourier 展开 定理 置 于 
更 加 明确 的 中 心地 位 .由 于 实际 教学 时 数 的 限制 与 学 生 已 有 知识 的 局 限 ,也 团 
于 编者 的 水 平 , 本 书 很 少 涉猎 有 关 理 论 的 应 用 实例 ,这 不 能 不 说 是 一 大 缺憾 . 

本 书 作为 教材 ,编者 在 编写 过 程 中 无 疑 会 参阅 国内 外 大 量 有 关 书 籍 、 文 
献 ,并 从 中 汲取 合适 的 素材 ,不 再 一 一 指出 .需要 特别 说 明 的 是 ,期 间 何 琛 先生 
始终 给 予 了 编者 很 多 指点 与 关怀 ,先生 当年 在 我 校 教师 进修 班 同 名 课程 的 授 
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$1.1 集合 及 其 运算 
1.1.1 集合 的 概念 


所 谓 一 个 “集合 ”( 或 “ 集 ”) ,是 指 在 一 定 范 围 内 可 以 互相 区 别 的 事物 的 汇 
集 . 构 成 一 个 集合 的 每 一 事物 称 为 该 集合 的 元 素 或 点 . 

若 z 是 构成 集合 A 的 事物 之 一 , 则 称 A 含有 >z ,或 称 x 属于 A, 记 作 
XE€A. 反 之 , 若 zx 不 是 构成 集合 A 的 事物 , 则 称 A 不 含有 xz, 或 称 x 不 属于 
Α.ΙΠ{ΕΧ6Α. 

对 事物 x 与 集合 A 来 说 ,关系 “zEA" 与 “z 科 4" 中 有 且 只 有 一 个 成 立 . 

为 了 方便 ,我 们 引进 所 谓 不 含 任何 元 素 的 集合 , 称 之 为 空 集 , 记 为 好. 

注意 ,一 个 集合 中 的 各 个 元 素 必须 是 彼此 互 异 的 ,在 集合 的 表示 中 相同 的 
元 素 只 出 现 一 次 . 


1.1.2 集合 的 相等 与 包含 关系 


若 集合 A 的 元 素 均 为 集合 B 的 元 素 , 即 
ας ΑπσαςΒ, 
则 称 A 为 B 的 子 集 ,并 称 A 包含 于 B, 或 B 包含 A, 记 为 ACB 或 B 忆 A. 若 
A 与 B 的 元 素 完 全 一 致 , 即 
rE ASOrEB, 
则 称 A 与 B 相等 , 记 为 A=B. 若 ACB 且 A 关 B, 则 称 A ΜΒ 的 真子 集 . 
规定 空 集 儿 是 任何 集合 的 子 集 . 
关系 “性 ”满足 : 
(i) ACA; 
(i) 若 ACB 且 BCA, 则 A=B; 
(ii) 车 ACB,BCC, 则 ACC. 
1.1.3 集合 的 运算 


由 集合 A 中 的 所 有 元 素 与 集合 B 中 的 所 有 元 素 汇 集 在 一 起 所 构成 的 集 
合 称 为 A 和 B 的 并 集 , 记 为 AUB, 即 


AUB:=irlirxE€EA 或 r+ € Bl. 


由 A 和 8B 的 一 切 共 有 元 素 所 构成 的 集合 称 为 A 和 B 的 交集 , 记 为 
ΑΠ Β., Ββ 


ΑΩΗΙΞἱασισεΑβῆας ΒΙ. 


特别 地 ,车 A 门 B= 名 , 即 A 和 B 无 共有 元 素 , 则 称 A 和 B 不 相交 . 
由 一 切 属于 A 但 不 属于 B 的 元 素 所 构成 的 集合 称 为 A 与 B 的 差 集 , 记 
为 A\B, 即 
A\B:=|rxlIlr€E€AHzréE ΒΙ. 


若 ACX, 则 X\ A 称 为 A 关于 X 的 余 集 (或 补 集 ), 记 为 CxA ,如 果 没 
有 必要 标 出 X ,也 可 简 记 为 Α΄. 

关于 “并 ”“ 交 ”和 “ 余 ”" 有 以 下 运算 性 质 : 

(i) 交换 律 AUB=BUA, ΑΠΗΞΒΠΑ: 

(4) 结合 律 (ΑΟ Β)ΟΟΞ-ΑΙ)(Β00),(ΑΠΒ)ΩΟΞΑΠ(ΒΠΟ): 

(1) 分 配 律 (AUB)NMC=(ANC)U(BNC), (ANB}UC= 
(AUON(BUC); 

(iv) ΠΒ (Πε Morgan 公式 )(AUB) ΞΑ ΩΒ, (ΑΠΒΤ- 
A°UB'. 


1.1.4 ΞΕ. 


若 集合 .的 元 素 本 身 都 是 集合 X 的 子 集 , 则 称 .为 集合 X 上 的 一 个 集 
族 .记号 让 A 与 由 A 分 别 表示 /中 所 有 元 素 ( 作 为 X 的 子 集 ) 的 并 集 与 交 
集 . 

以 后 若 无 特别 说 明 ,记号 久 X) 表 示 以 集合 X 的 一 切 子 集 为 其 元 素 的 集 
族 , 并 称 之 为 X 的 寡 集 ( 合 ). 

如 果 除 了 集合 X 之 外 , 另 有 一 个 集合 A( 称 为 指标 集 )， 使 得 对 于 Λ 中 的 
每 一 个 元 素 A4, 有 X 的 一 个 子 集 与 之 对 应 , 这样 就 得 到 Χ 上 的 一 个 集 族 
1A;1XE 41, 简 记 为 1A, je ,并 称 之 为 由 指标 集 A 所 确定 的 X 上 的 集 族 ,其 
并 与 交 分别 记 为 U A， 与 0A .特别 地 , 若 4=11 2, '', nj 则 记 | 4 和 en 为 


[Αν bcs ,其 并 与 交 分 别 记 为 UA πῃ Α.. 又 车 4 为 自然 数 集 N, 则 记 
[Αλ les 为 [A, les 或 14,1,>1, 其 并 与 交 分 别 记 为 UA 与 们 A,; {4,1 
通常 称 为 集合 序列 ,简称 为 集 列 .车 为 一 自然 数 , 则 记号 A,1,>, ,UA 以 
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及 门 A, 的 意义 是 显 见 的 ， 

需要 特别 指出 的 是 ,在 集 族 的 表示 中 并 不 要 求 当 天 8 时 有 4 天 Ao ,对 
集合 序列 也 有 同样 的 说 明 . 以 后 ,我们 将 集 列 |A, 1 ,1 简 记 为 (A, ). 

1.1.5 集合 序列 的 极限 


定义 1.1.1 设 (A, ) 为 一 集 列 , 令 
limA, - ῇ Αι lmA, 一 η OA, 

分 别称 limA， 与 limA, 为 集 列 (4， ) 的 上 限 集 与 下 限 集 . 苍 lim A， = lim A, , 
称 集 列 (A， ) 的 极限 存在 或 收敛 , 且 记 其 极限 ( 集 ) 为 jimA， . 

定理 1.1.1 设 (A, ) 为 一 集 列 , 则 

(1) ΣΕ limA, 的 充 要 条 件 是 有 无 穷 多 个 A, 含有 之: 

(2) TE limA, 的 充 要 条 件 是 存在 n, EN ἥποεη, 时 恒 有 xE€Ah,. 

证 明和 留 作 练 习 . 

定义 1.1.2 设 (A, ) 为 一 集 列 , 若 4.CA,(a=1, 2, …), 则 称 该 集 列 
是 递增 的 , 记 为 A, ;车 A, 必 A,,1(n=1,2,…), 则 称 该 集 列 是 递减 的 , 记 
为 A, y .递增 与 递减 集 列 统称 为 单调 集 列 ， 

定理 1.1.2 设 (A, ) 为 一 集 列 ， 

(1) 车 4,4, 则 (4,) 收 售 , 且 limA, - U A,; 

(2) 若 4, , 则 (4,) 收 合 , 且 limA,= ΩΑ,. 

证 明 留 作 练习 . 

1.1.6 集 族 的 直 积 { 集 ) 

设 A,B 是 两 个 集合 , 令 

AxB:= i(a,b)ia€E€A,bEB|, 
称 为 集合 A ΠΗ 的 直 积 集 (Cartesian 积 集 ). 规定 
(αι. b1) 一 (αυ, ύχ}εθαι Ξ a Hb 一 ὄ». 
类 似 地 ,nn 个 集合 A, (1 志 £ 志 nn ) 的 直 积 定义 为 


HA:= ἱίαιν αλ, ,as) la Εξ Α., ἐς 1, 2, ---, π|. 
此 二 上 
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关于 一 般 的 集 族 的 直 积 , 需 利 用 “选择 公理 ”. 此 处 只 给 出 集 列 (A, ) 的 直 积 的 
形式 定义 


-ο0 


|[Α, :- ἰίαι, αλ ην αμ "Τα, ΕΑ,, n= 1, 2, στ]. 


n=1 


51.2 集合 的 势 (基数 ) 
1.2.1 映射 的 概念 


设 X 和 Y 是 两 个 非 空 集合 , 若 在 X 和 Y 之 间 存 在 一 个 对 应 关系 ,使 得 对 
于 X 中 的 每 个 元 素 x, 在 Y 中 有 惟一 的 元 素 y 与 之 对 应 , 则 称 给 出 了 一 个 从 
X 到 Y 的 映射 ,而 上 述 y 称 为 x 在 该 映射 下 的 像 . 若 用 f 表示 此 映射 , 则 上 述 
对 应 关系 常 表示 为 

三 和 一 了 ， 
zh>y= f(r), 
X 称 为 映射 的 定义 域 , 记 为 2( 7). 

若 对 于 任 一 y€ Y 存在 x€EX 使 得 y= f(z), 则 称 f 是 “ 映 上 ”的 或 “ 满 
射 " ; 若 对 于 X 中 的 任何 两 个 元 素 , 当 zr! 关 x, 时 有 f(z) 关 f(z;), 则 称 了 是 
“1 一 1” 的 或 “ 单 射 "; 着 f 既是 1-1” 的 ( 单 射 ) 又 是 “ 映 上 ”的 ( 满 射 ), 则 称 { 
是 一 一 对 应 ( 双 射 ); 若 存在 wmEY 使 得 对 一 切 t€EXX 有 f(x)= yo, 则 称 了 为 
常 值 映射 ; 若 Y= X, 且 对 于 任 一 zEX 有 f(x)=x, ΠΚ f 为 恒 等 映 射 ,X 
上 的 恒 等 映 射 常 记 作 心 ; 若 Y=R( 或 C) , 则 称 和 为 X 上 的 实 (或 复 ) 函 数 . 

若 /:X 一 Y 为 双 射 , 则 对 每 一 个 yE Y ,有 和 且 仅 有 一 个 zEX 使 得 f(z) 
Ἕν, 定义 

Γ' ΙΥ ΣΧ, 
γα Εν). 


则 了! 是 Y 到 XX 上 的 双 射 , 称 之 为 的 逆 映 射 . 
设 ΤΙ Χ ΣΥ, 对 于 ACX 及 BCY, 令 


f(A):= {Κα} σΕΑΙ, 
Γ(8):- {fr | f(r)€ BI 


(规定 (多 )= 多 ), 则 称 f(A ) 为 A 在 映射 + 下 的 像 ,f"'(B) 为 B 在 映射 / 
下 的 原 像 . 
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易 知 , 若 f:X->Y 为 双 射 , 则 对 于 BCY， 广 :(B) 既 可 视 作 Β 在 映射 
下 的 原 像 ,又 可 视 作 B 在 映射 ΓΙ Τά. 

定理 1.2.1 设 {ΓΙΧ- ΣΥ, ἰΑγἰ;ε,ἩἰΒ; ec 分 别 是 X 和 y 上 的 集 族 ， 
则 

τμ Ου. ο 
fF (CUB) = ,Uf (B), fF (QB;) = Qf (B). 
证 明 留 作 练 习 . 
在 今后 的 学 习 中 我 们 将 经 常用 到 集合 的 特征 函数 : 设 ΕΟΧ, πΧ χι: 


XR 
1, ΖΣΕΕ, 
Xe (x) 一 
0, τς, 


称 χι 为 集合 E 的 特征 函数 . 
集合 的 特征 函数 有 如 下 一 些 性 质 . 
设 A,B,E,(n=1, 2,…) 为 X 中 的 集合 , 则 
(1) A BO Fs; 
(2) ACBON EY; 
(3) Xans χα Xs; 
(4) XaUB = χα χη Xans; 
(5) XAN\B 一 Xa[1 — xs]; 
(6) χιπ, = limxs, ; 
(7) χωε, = "πὶ χε, ; 
(8) (Ε, ) 收 敛 全 (和 ) 收 人 钙 ; 且 此 时 成 立 χε, = lim χε, ， 


1.2.2 集合 的 对 等 、 势 


若 从 集合 A 到 集合 B 存在 着 一 个 一 一 对 应 (映射 ), 则 称 A 和 B 对 等 ， 记 
作 A 一 B, 与 之 相反 的 情形 则 称 A 和 B 不 对 等 .此 外 ,约定 名 一 名. 关系 “一 
具有 以 下 性 质 : 

(i) 对 任何 集合 A ,成 立 A 一 A; 

(1) 若 4 一 B, 则 忆 一 A; 

(ii) ΠΤΑ-Β,ΒΗ- Ο,ΠΑ-ο. 

除了 记 法 “4 一 下" 外 ,我 们 也 用 “4A = 百 "表示 A 与 B 对 等 ,其 中 “A ” 
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称 为 集合 A 的 势 (或 基数 ). 因此 ， 两 个 集合 具有 相同 的 基数 (或 等 势 ) ”只 是 
“两 个 集合 对 等 "的 另 -- 种 说 法 . 

1.2.3 势 的 比较 

若 集合 A 与 集合 B 的 某 一 子 集 对 等 , 则 记 为 4 过 ΒΑ 与 B 不 对 等 ， 
但 A 与 B 的 某 一 子 集 对 等 , 则 记 为 A<B. 

定理 1.2.2 对 任何 集合 A , 必 有 A<(A). 

证 车 A= 名 , 则 汉 A)=1g| ,定理 的 结论 显然 成 立 . 

现 设 A 关 名 .A 显然 与 兴 有 A) 中 的 那些 由 A 的 每 个 元 素 所 成 的 单 点 集 构 
成 的 子 集 族 对 等 ,因而 4 扫兴 A). 下 用 反 证 法 . 若 人 = 兴 A), 则 存在 4 到 
泊 4) 的 双 射 f. 于 是 对 任 一 a€ A 有 FajEXA), 即 f(a) 是 A 的 一 个 子 
集 . 现 令 


Α΄ ΞἰαίαςΑ,α ἃ f(a)l, 


ΜΙ ΑΕΘΧΑ).Η ΓΕΑ 31 ΧΑ)ή8--- ΧΗ, ἘΞΊΕΙΕ--{5 α᾿ΕΑΊ8 
得 Fa )=A4 .车 wo ΕΑ". ΑΜ ΧΙΙ αἲ ἄ γ(α")(-Α"),7 
盾 ; 又 阁 a" 6 Α” ,同样 由 A* 的 定义 应 有 a* € [ία )(=A'), 矛 盾 .因此 人 A 


= 红 A) 不 能 成 立 ,从 而 必 有 A<.XA). 
引 理 (Banach) 设 f:A 一 B,g:B 一 A , 则 存在 MCA 使 得 


g(f(M))= Μ', 
其 中 FM 六 =B\AM)，MC=A4ANNM. 
证 令 
ΓΞΙΕΙΕΣΑ,ΕΠΑα(ΚΕῚ}) - αι, 
M= NE 
则 有 MET. 事 实 上 ,由 于 
ENMNg(f(M) CENg(fE))= 2, ΕΕΣ, 
所 以 
MNMNg(f/(M)')= ὦ, 


即 得 g(F(CMI)CJCME 
下 证 g(f(M)“)= M°. 用 反 证 法 .车 不 然 , 则 存在 a。 €E ANMn(MU 
8g(f(M) ))“. 现 令 Mo = MU 1ao}, ΜΒ 


[EA 


στο 111, 


΄ώ τπτ. τι γρ 
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MNge(f(Mo)°) CMANg(f(M))= ο, 
ἰαοὶ Ω sg(CMocCiao NN g(f(M)') = ὅ, 
从 而 有 
Μι mg(FCMo)c) = ὦ, 


此 即 说 明 MoET 且 M 为 Mo 的 真子 集 ,这 与 M 的 定义 矛盾 .证 毕 . 

定理 1.2.3 (1) 对 任何 集合 A, 有 A «Α: 

(2) 车 A<B,B<C, 则 AC; 

(3) κ ΑςΒ,ΕΒ«Α,ΠΙΑΞ- Β(Βειηιοίη 定理 ). 

证 只 证 (3). 由 假设 ,存在 单 射 f: A 一 B 及 单 射 g:B 一 A; 又 由 引 理 , 存 
在 MCA 使 得 MC =g(f(M)°). 注 意 到 


f:A— /f(A), g:B— ϱ(Β) 
均 为 双 射 ,由 此 令 pg:A 一 B， 
fla), ας Μ, 
ρω -| 
(ία), αΕΜ΄. 
显然 g 是 A 到 B 上 的 双 射 , 即 得 A =B. 


$ 1.3 可 数 集 与 不 可 数 集 


对 于 集合 A :车 A = 名, 则 规定 A=0; 若 存在 n EN 使 得 Α--Ι1, 2,…， 
zj , 则 定义 =, 在 这 两 种 情形 下 , 均 称 A 为 有 限 集 ; 若 A 一 N; 则 称 A 为 可 
数 集 ( 或 可 列 集 ) , 且 记 ΑΞ Ko .显然 ,A 为 可 数 集 的 充 要 条 件 是 A 中 的 所 有 
元 素 可 排列 成 a1 ,az ，…a,，…, 其 中 当 nn 关 m 时 a, 关 a,. 

不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 ;不 是 可 数 集 的 无 限 集 称 为 不 可 数 集 . 特别 
地 ,有 限 集 与 可 数 集 统称 为 至 多 可 数 集 . 

定理 1.3.1 任 一 无 限 集 必 含 有 可 数 子 集 . 

证 设 A 为 无 限 集 . 取 al€A, 由 于 A\ jall 关 多 ,所 以 可 取 4a,€EA \ 
fa ,又 A\ ἰαι, ai 天 好 ,所 以 可 取 αι Ε A \ ἰαι, a,|1,…, 此 过 程 可 无 限 
进行 下 去 ,于 是 就 得 到 A 的 一 个 可 数 子 集 |a, | ,1. | 

推论 ”可 数 集 的 任 一 子 集 必 为 至 多 可 数 集 . 

证 设 A' 为 A 的 无 限 子 集 , 则 由 A* CA 知 A' 声 A, 又 由 定理 1.3.1 
知 , A" 之 Xo = 万 ,于 是 由 Bermstein 定理 即 得 4 = 元 = ὃς. 
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定理 1.3.2 设 1<T<K。, 若 到 <go(AEA), 则 ΠΑ, 为 至 多 可 数 集 ; 
又 车 存在 ME 4 使 得 A Xo, 则 UA 为 可 数 集 . 

证 若 A=1, 则 结论 显然 成 立 . 现 只 需 证 明 当 人 A=N,A,=Xo(nEN) 且 
Α, ΠΑ, =2(n 关 m) 时 结论 成 立 .为 此 , 记 


Αι 二 σι, ἄ[2» νι» ο. 
Α; = ian, αχ», ἂχ» |, 
A, = ar, an, » ἄπ» , 


ΠΌΑ, 中 的 元 素 可 排列 为 


lan, 42129412. α31» αχ» Q13, "'*, Ci 


itj-2 
其 中 au 排 第 一 , 当 i+j>2 时 ,a, 排 在 第 n 位 :n=j+ Dk. 
k=1 
定理 1.3.3 τίς Ας Σο(ὁ =1,2,…, n), 且 存在 i € 11, 2, ---, η 
(ΕΒ; = Κο, 则 本 A, 是 可 数 集 . 
ἐ-ἰ 
证 ΠΊΙΕΒΗἯΑ, = Xo(k=1,2,…,n) 时 结论 成 立 . 现 用 数学 归纳 法 
证 明 . 
当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 设 n = m 时 结论 成 立 , 现 取 定 ak” 
ΕΑ,.ι, 记 


Β, = (TITA,)x [ee = 1,2, ..), 
1 


则 B, ~ TA, 由 假定 B, 为 可 数 集 ,而 1[ A，= 站 B ， 故 由 定理 1.3.2 即 得 
所 证 ， 

例 1 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 

证 ”只 需 证 明正 有 理 数 集 Q, 为 可 数 集 .一 方面 ,0, 显然 为 无 限 集 ; 另 一 
方面 ,可 将 ΣΠΟΤ 


例 2 实数 集 R 是 一 不 可 数 集 . 
证 只 和 需 证 明 闭 区 间 [a, δ](α < 2) 为 不 可 数 集 , 下 用 闭 区 间 套 定理 结 
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合 反 证 法 说 明之 . 若 [a, ὁ] 为 可 数 集 , 则 可 将 其 表 为 1z, 1. 现 将 [a, δ] 三 等 
分 , 记 其 分 点 为 c,d, 则 在 [a, c] 与 [d ,5] 中 至 少 有 一 个 区 间 不 含有 xi ,将 
此 区 间 记 为 [a, ,61]; 对 [a δι] 重复 上 述 对 [a, δ] 的 讨论 , 可 得 不 含有 
jz1, αγ] 的 子 区 间 [a; ,6b;]; 如 此 以 往 ,我 们 得 到 一 闭 区 间 序列 1[ a, , ὁ, 1 满 
足 : 

(1) [ay boi Cla, po Cla, bn = 1,2,.); 


(2) δ, --ᾱ, = πρ n= 1, 2, "η 


(3) [α,. ὁ, ] 中 不 含有 ?zr ,| (n= 1,2,…). 

由 闭 区 间 套 定理 , [a , 5] 中 存在 (惟一 )& € [a,, b,j(n = 1,2,…). 由 
假定 [a，6] = ἱαπιὶ, 因此 必 存 在 有 &'€ N 使 得 = τι, 而 由 上 述 (3) ἯΙ 
αι 多 [a,，b,](n 2). 由 此 得 到 矛盾 .证 毕 . 

以 后 , 记 R 的 势 为 X ,并 称 区 为 连续 统 势 .于 是 由 势 的 比较 的 定义 ,可知 
从 > Xo. 易 知 ,R 上 的 任意 非 退 化 区 间 与 R 对 等 ,从 而 也 具有 连 续 统 势 X. 


定理 1.3.4 ἆτλςκαΑ, κ (η = 1,2,…), 则 ]] Α, 的 势 为 X. 
π-] 


证 ΑΠΕ ΑΜΑ, = 2. = 1, 2,…) 时 T A, να: 
而 当 加 = K(x = 1, 2, …) ΝΤΑ, 的 势 < κ. 


ΒΑ, =2, 则 4, -- 10. 1}(n 1, 2, : [A ~ {8.) 10. El0,1， 
"1,2, | 二 A. 注意 到 A 中 的 那些 具有 无 穷 多 个 1 的 元 素 (数列 ) 全 体 与 


二 进 制 无 穷 小 数 全 体 ( 即 (0,1]) 一 一 对 应 ,于 是 元 >& ,从 而 了 Α, 3 
之 并. 


ο ο Ον 
η = 1, 2，…| = Β. 将 每 个 w 用 二 进 制 无 穷 小 数 表示 : 

α, Ξ 0. αμιαρ"' "αμ, αμ E10 1 = 1,2, ;n= 1,2,.), 
任 取 a= (a,)EB, 9 
f(a) = 0. δι δ,''.ὃ, 


1 一 了 


其 中 51 = an, δ, = a (n=j+ 2)k, i+j >2),n 之 2( 参 见 定理 1.3.2 
k=1 
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的 证 明 ). 显 然 ,f 为 B 到 (0,1] 中 的 单 射 ,于 是 百 < 区 ,从 而 A, 的 势 之 X， 
推论 1 Βικ «Κι, 1-3; «(1 Ε 4), 且 存在 4 E 4 使 得 
Ξκ, ΤΑ, 的 势 为 X. 
推论 2 若 1 壹 AN,A 之 N(XE€ 4), 且 存在 hoE A 使 得 4 -Ν, 


则 ΗΑ, 的 势 为 X. 
上 述 两 个 推论 的 证 明 留 作 练习 . 


$1.4 Zorn 引 理 


以 下 简单 介绍 一 下 作为 公理 的 Zorn 引 理 , 它 与 Zermelo 选取 公理 等 价 ,在 
本 书 的 泛 函 分 析 部 分 ,将 有 所 应 用 . 

Zorn 引 理 ”车 偏 序 集 M( 关 名) 的 任 一 全 序 子 集 均 有 上 界 , 则 M 存在 极 
大 元 . 
Ἡ Ζοτη 引 理 中 有 关 术 语 的 定义 . 
1” 设 有 集合 M ,其 上 定义 了 一 个 二 元 关系 “天 ”( 偏 序 ) ,满足 : 
(1} α <a; 
(i 车 a <65 且 6 <a, 则 a = ὐ: 
(11) 若 ae<o,2<c, 则 a<c; 
则 称 (M, --) 为 偏 序 集 . (一 般 就 称 M 为 偏 序 集 . ) 

2” 如 果 偏 序 集中 的 任意 元 素 a 和 2 ,关系 “a < 0 ΠΡ < a"” 中 至 少 有 
一 个 成 立 ,那么 就 称 该 集 为 全 序 集 . 

3” 设 W 为 偏 序 集 M 的 子 集 ,如 果 ww E M 满 足 : 若 zxE W 则 x --α, 
那么 就 称 & 为 W 的 一 个 上 界 . 

4” 设 M 为 一 偏 序 集 ,如 果 mm € M 满足 : 若 mw -ςα μα = mm, 那么 就 
称 πι 为 M 的 一 个 极 大 元 . 

例 ” 设 有 集合 XX, 令 M = 光 X) , 则 集合 的 包含 关系 “C" 便 可 作为 : 江 X) 
上 的 一 个 偏 序 关系 . 


习 题 


1. 证 明 : (UA ) = OA; (ΠΑ. 六 Ξ Αν ᾿ 
2. 证 明 :( UUADN (UB,)=U (A mn); 
AEA reT 164 


(βου ΑΡΤΑ Ὁ 10. 


习题 11 


3, 证 明 : (jimA,) = lmAc; (lmA,) = πιο. 
4. 设 lim A, 存在 ,证 明 : 
lim A, \E= lim (A, \ E); E\ lim A, Ξ lim(E\ A,); 


EU lim A, = lim(E UA,); EN lim Α, 一 lim(E Ω A, ). 


5. ΒΑ, ) 为 一 集 列 , 令 B = Αι, Β, = ΑΝ) Asn = 1, 2,…), 证 明 : 集 列 (B,) 
中 的 元 素 两 两 不 交 , 且 成 立 
08, -θΑ, οι -1ν2, πα -8Α,. 
6. 设 (4, ) 为 一 集 列 ,证明 
(1) x E jimA, 的 充 要 条 件 是 有 无 穷 多 个 A, 含有 zi 
(2) 工区 lim Α, 的 充 要 条 件 是 存在 n, ΕΝ επ, 时 恒 有 xz € A，. 
7. 设 (A,) 为 一 集 列 , 证 明 : 


8. 证 明 : 

(D) QA XB)= (CAA) x CNB ); 

(2) (ΑΙ x BI)\ (A x Βι) - (Αι ῃ As) x (BI\B))U («Αι As)x Bi). 
9. 设 A,B,E,(n = 1, 2,…) 为 X 中 的 集合 ,证 明 : 

4) AC ΒΕΡχα « χα; 

(2) Xana = χα” χαὶ 

(3) χλυη = Xa + Xs χαηβ) 

(4) χανη = xall— xsj; 

(5) Xi = lim χε, ; 

(6) Xime, = lmxs, ; 

(7) (Ε.) Μάχες ) 收敛 ; 且 此 时 成 立 ximg，= lim Xp， . 

10. 设 ΓιΧ-» Υ,|Α, ἴχε, 和 1B1es 分 别 是 X 和 Y 上 的 集 族 ,证 明 : 

(D fCOUA) = YA ); ' 

(2) /( ΠΑ, )ςΩ/(Α.)! 

(3) { CWB)= Uf 2)! 

(4) f° (OB ο. ο 

Π. 设 /: X 一 了 ,证 明 ， 

(1) 对 于 任 一 4ACX, 有 A4AC 广 (FA)); 且 当 f 为 单 射 时 “CC” 成 为 "=”; 
(2) 若 ECY, 则 AF'(E)) = EN ΣΧ), Γ'(Ε5) = (fF (E))'; 
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(3) /为 单 射 对 对 于 任意 的 4A,BCX 有 FAPmB)= ΚΑῚῃ f(B); 
(4) f 为 双 射 针对 于 任意 的 ACX 有 /A ) = (f(A))*. 
12. 设 集 A 中 的 元 素 为 R 上 互 不 相交 的 开 区 间 ,证明 :A 为 至 多 可 数 集 . 


13. 
14. 


证 明代 数 数 全 体 组 成 一 可 数 集 . 
设 A 是 平面 R 上 以 有 理 点 ( 即 坐 标 都 是 有 理 数 ) 为 中 心 有 理 数 为 半径 的 圆 的 全 


体 所 成 之 集 ,证 明 :A 是 可 数 集 . 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


证 明 ;R 上 的 单调 函数 的 不 连续 点 全 体 为 至 多 可 数 集 . 

证 明 :R 与 其 任 一 非 退化 区 间 对 等 . 

设 A 是 一 个 无 穷 集 合 ,证 明 : 存 在 BCA, 使 得 日 ~A, 且 ANB 为 可 数 集 . 
证 明 :[0,1] 上 的 全 体 无 理 数 所 成 之 集 其 势 为 只 . 

设 A 为 可 数 集 ,证 明 :A4 的 所 有 有 限 子 集 所 成 之 集 族 的 势 为 工 ,;A 的 所 有 无 穷 子 


集 所 成 之 集 族 的 势 为 民 


20. 


设 1<A<Xo.1 世 太志 民 (XE 4), 且 存在 io Ε ΛΏΒΒΑ, = ΚΝ ἹΕΒΗ. [A 


λΕΛ 


β3σς. 


21. 
ἘΝ. 
22. 
23. 
24. 


25. 


ις λες ΣΑ «(λε A), 月 存在 XE€ A 使 得 4” = 并 ,证明 : UA 的 


证 明 : 闭 区 间 上 的 所 有 连续 函数 所 成 之 集 的 势 为 江 
证 明 : 闭 区 间 上 的 所 有 单调 函数 所 成 之 集 的 势 为 江 . 


证 明 ; 车 A U B 的 势 为 从 , 则 A 与 B 中 必 有 一 个 集 的 势 为 区. 


证 明 :车 UA, 的 势 为 民 , 则 (A, ) 中 必 有 一 个 集 的 势 为 X. 
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$2.1 7?” 维 欧 氏 空间 度量 空间 .拓扑 空间 的 概念 


定义 2.1.1 设 工 ， yER" ,其 中 =(&， 6 ην δι}, y= (ni Vp 
η) ,定义 


α:Κ xR 一 了 R， 


(α, 9) ὃ 16ε την! 


函数 α 被 称 为 R” 上 的 欧 氏 距离 , 当 及 "被 赋予 欧 色 距离 后 , 便 称 为 ” 维 欧 氏 
空间 , 记 为 (R" d), 在 不 至 于 引起 混淆 的 情形 下 , 简 记 为 R". 
易 证 4 满足 : 
1” d(x, y) 之 0, Η d(x, y)=0 的 充 要 条 件 是 x=y; 
2” d(x, y)=d(y, αχ), x, yER"; 
3” d(xzx, z)<d(r, y)td(y, z), xX, y, zER". 
定义 2.1.2 设 X 为 一 集合 ,函数 4: XXX-~R 满足 : 
1” αίᾳ, y) 之 0, 日 d(x, yy)=0 的 充 要 条 件 是 工 = y; 
2” ἀί(α, y)=d(y, α), zx, yEX:; 
3 α(α, α)ξα(α, y}+d(y, z), α, ν, zEX, 
则 称 4 为 X 上 的 一 个 距离 ,(X, 4d) 称 为 度量 空间 (或 距离 空间 ), 在 不 至 于 引 
起 混淆 的 情形 下 ,也 称 X 为 一 度量 空间 . 
设 xEX,r>0, 记 
B(x;r):= jylyEX, ἀ(ν, Zz)<rh 
SCzir):= lylyEX, α(γ, α)ςςτὶ, 


分 别称 B(xz; τ) 5 δία; >) 是 X 中 的 以 z 为 中 心 > 为 半径 的 开 球 与 闭 球 . 

设 4ACX, 若 对 于 任 一 zEA 均 存 在 r>0 使 得 B(z; >)CA, 则 称 4 为 
(X 中 的 ) 开 集 . 易 证 , 开 球 是 开 集 . 

记 X 中 开 集 全 体 所 成 之 集 族 为 =, 则 由 度量 空间 中 开 集 的 定义 易 知 下 述 
定理 成 立 . 

定理 2.1.1 (1 Χ, σετ: 
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(ii) 若 σι, GEr, 则 G 站 GEr; 
(11) 35 GErWcS4), 则 日 CEr， 
δι 离散 度量 空间 
设 X 为 一 非 空 集合 ,定义 
1, αν, 
το. Z，yEX， 
᾽ 二 yy， 
则 称 (X，d ) 为 离散 度量 空间 . 
例 2 有 界 函 数 空间 B(X) 
设 X 为 一 非 空 集合 ,B(X) 表 示 Χ 上 的 有 界 实 (或 复 ) 值 函数 全 体 所 成 之 
集 , 定 义 
d(z，y) = sup | X(t)— y(t)1, α, y € ΙΧ), 


则 称 (B(X),d) 为 有 界 函 数 空间 ， 

特别 地 , 若 X=N, 则 记 Β(Χ)Ἀ 1 "να Ξ (Εξ), ντ (η), ἀ(α, y)= 
sup| -nl|. 

定义 2.1.3 设 r* 是 集合 X 的 某 些 子 集 所 成 之 集 族 ,满足 

(1} Χ, OEr; 

(1) οι, Ο;Ετ,Ν"͵Ο,ΠΟ;Ετ; 

(ii) 车 G ETAEA),N UG Er, 
则 称 * 为 X 上 的 一 个 拓扑 ,z 中 的 元 素 称 为 开 集 ,并 称 (X,r) 为 拓扑 空间 ,在 
不 至 于 引起 混淆 的 情形 下 ,也 称 X 为 一 拓扑 空间 . 

在 度量 空间 中 ,由 距离 d 导出 的 z 称 为 距离 拓扑 ,在 此 意义 下 ,我们 将 度 
量 空间 视 为 一 拓扑 空间 . 特别 地 ,在 一 维 欧 氏 空间 R 上 由 欧 氏 距离 导出 的 拓 
扑 一 般 称 之 为 R 上 的 通常 拓扑 ,以 后 车 无 特 别 说 明 ,R 就 表示 具有 通常 拓扑 
的 实数 空间 . 

设 A 为 拓扑 空间 (X,r) 中 的 集合 , 记 

τα ΞίσωαΑβιςσςτ], 


则 集 族 τι 是 A 上 的 一 个 拓扑 , 称 之 为 4 上 的 相对 拓扑 ,(A ， rs ) 称 为 (X，,r) 
的 子 空间 . 由 此 即 知 ,A 的 子 集 妃 是 rs 开 集 ( 即 相 对 于 A 的 开 集 ) 的 充 要 条 件 
是 存在 X 上 的 r 开 集 G 使 得 H= G 门 A. 


32.2 拓扑 空间 中 的 若干 基本 概念 


”在 以 下 所 述 的 概念 中 ,除了 特别 指出 X 为 度量 空间 外 ,其 他 的 均 假定 Χ 
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.为 拓扑 空间 ,A 为 X 中 的 集合 . 

(1) 若 Α΄ 为 开 集 , 则 称 A 为 闭 集 . 

(2) 包含 A 的 一 切 闭 集 之 交 称 为 A 的 闭 包 , 记 为 A . 

(3) 设 zEX, 若 存在 开 集 GCA 使 得 x EG, 则 称 A Ἄς 的 一 个 邻 域 ， 
与 此 相对 地 称 x 为 A 的 一 个 内 点 . A 的 内 点 全 体 称 为 4 的 核 , 记 为 A*. 

(4) 车 zxE(CA)', 则 称 xz 为 A 的 外 点 ;车 zxE(A"U(A')") 和 , 则 称 xz 为 
A 的 边界 点 .A 的 边界 点 全 体 称 为 A 的 边界 , 记 为 9A. 

易 知 ?4 =3(A°), 此 外 ,A',3A ,(A“)" 互 不 相交 且 

X=AUaAU A).. 

(5) 设 zxEX, 若 对 于 任 一 包含 zx 的 开 集 G 均 有 (GAN\ ασ) Α-Ζ, 
称 z 为 4 的 聚 点 .A 的 聚 点 全 体 称 为 A 的 导 集 , 记 为 A“. 

(6) 若 xEA\ A , 则 称 工 为 A 的 孤立 点 . 

(7) 若 A = A', 则 称 A 为 完全 集 或 完备 集 . 

(8) 若 (A )'= 名, 则 称 A 为 无 处 稠密 集 或 疏 朗 集 . 

(9) 若 4A- =X,， 则 称 A 为 X 的 稠密 子 集 , 并 说 A 在 X 中 笛 ( 密 ) .一般 
地 , 设 BCX, 若 4 -二 B, 则 称 4 在 B 中 稠密 (注意 ,此 处 并 不 要 求 ACB). 

易 证 , 若 X 为 度量 空间 , 则 

ΑΌ BS 对 于 任 一 e > 0, 有 UB(y; e)DB. 


(10) 若 存在 闭 集 序列 ( F, ) 使 得 A = U F, , 则 称 A 为 已 型 集 ; 若 存在 


开 集 序列 ( G, ) 使 得 A = 门 G, , 则 称 A 为 G- 型 集 . 

(11) 车 A 有 一 个 在 A 中 稠密 的 至 多 可 数 子 集 , 则 称 A 是 可 分 的 ; 若 X 
是 可 分 的 , 则 称 X 为 可 分 空间 . 

(12) 若 存在 无 处 稠密 集 列 (E, ), 使 得 A = Ὁ Ε, , 则 称 A 为 第 一 类 型 集 
(第 一 纲 集 ); 凡 不 是 第 一 类 型 的 集合 均 称 为 第 二 类 型 集 (第 二 纲 集 ) 

(13) 在 度量 空间 X 中 , 若 存在 点 αὐ 及 常数 >0 使 得 B(xo; ή) Α. 
则 称 A 为 有 界 集 . 若 对 于 任 一 。>0, 存 在 X 中 有 限 个 以 s 为 半径 的 开 球 
B.(k=1, την π) 48 Ὁ Β.Α , 则 称 A 为 完全 有 界 集 . 

易 知 ,A 为 有 界 集 的 充 要 条 件 是 集 A 的 直径 d (A): = supdlz, y)< 
+ 00. 

请 读者 自行 证 明 : 若 A 为 完全 有 界 集 , 则 对 于 任 一 。>0, 存 在 有 限 个 以 
Α 中 的 点 为 中 心 e 为 半径 的 开 球 之 并 包含 A. 
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(14) 设 (zx, ) 是 度量 空间 X 中 的 点 列 , 若 存在 XX, 使 得 limd (zx,， χ) 
=0, 则 称 (z, ) 收 化 于 zx，(z, ) 称 为 收敛 点 列 ,z 称 为 (x, ) 的 极限 , 且 记 作 


πχ, τα 或 x, 一 xz(n— 0%). 
no0 


易 证 ,度量 空间 中 收敛 点 列 的 极限 是 惟一 的 ;qd 是 两 个 变 元 的 连续 函数 ， 
ΒΕ α,--α, γ,-᾽ν, 则 d(xz,, νι)-"ά(α, ν). 

(15) 设 4 为 度量 空间 X 中 的 集合 , 若 A 中 任 一 点 列 都 存在 收敛 (于 义 
中 点 的 ) 子 列 , 则 称 A 为 列 紧 集 . 

(16) 设 4 为 茶 一 开 集 族 ,车 G 汪 A , 则 称 开 集 族 9 覆盖 了 A ,并 称 为 
A 的 一 个 开 覆 盖 . 若 A 的 任 一 开 覆 盖 中 均 存在 可 覆盖 A 的 有 限 子 族 , 则 称 A 
为 紧 集 . 若 X 自身 是 紧 的 , 则 称 X 为 紧 空 间 . 

(17) 设 (z, ) 为 度量 空间 X 中 的 点 列 , 若 对 于 任 一 e>0, 存 在 ΝΕΝ, α΄ 
πι, ΠΡΣΝ ΠΗ͂, Ὴ αία,, x,)<s, 则 称 (xz, ) 为 Cauchy 点 列 ( 或 基本 点 列 ). 
若 度 量 空间 X 中 的 任 一 Cauchy 点 列 均 为 收敛 点 列 , 则 称 X 为 完备 度量 空 
间 . 

在 以 下 定理 的 叙述 中 , 若 无 特 别 的 说 明 , 则 Χ 表示 拓扑 空间 ,其 他 的 大 写 
字母 均 表示 X 中 的 集合 ,不 再 一 一 指出 . 

由 闭 集 的 定义 ,利用 De Morgan 公式 即 知 下 述 定理 2.2.1 成 立 . 

定理 2.2.1 (1) Χ,ΘΕΡΠΕ, 

(2) 若 Ει, Ε, 是 闭 集 , 则 FU F, 是 闭 集 ; 

(3) 若 Ε; 1ΕΡΙΑΕ(ΛΕΛ) ΗΕ, 是 闭 集 . 

由 定义 易 证 下 述 引 理 成 立 . 

引 理 34 ΑςΒ,Π Α΄ςΒΗ΄,ΑΓΒ', Α ςΒ. 

定理 2.2.2 (1) 4 "是 A 的 最 大 开 子 集 ;4 为 开 集 会 4 = 4"; 

(2) A 是 包含 A 的 最 小 闭 集 ; A 为 闭 集 全 4=A4 ; 

(3) A 为 团 集会 A 二 A 

(4) A ΞΑΙ)Α’: 

(5) A ΞΑΙ9Α: 

(6) A 为 度量 空间 X 中 的 闭 集 会 4 中 的 任 一 收敛 点 列 的 极限 为 A 中 的 


(7) A 为 度量 空间 X 中 的 闭 集 全 车 α(α, Α)Ξ0, 则 zEA, 其 中 
dz, A):= infld(zr, y)|y€ ΑΙ. 
证 (1) ΠΙΟ,!λΕ ΛΙ Α 的 全 体 开 子 集 所 成 之 集 族 , 则 
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rEAOGIAEA:rE GOr € YG, 


于 是 A*= WG, ,显然 ,A "作为 开 集 之 并 为 开 集 , 且 是 A 的 最 大 开 子 集 ;由 此 
即 知 ,A 为 开 集合 4A = A*. 

(2) ΙΠ1ΕΙΙΛΕΛΙ ΑΦ Α 的 闭 集 所 成 之 集 族 , 则 由 定义 知 A - 
,0 ,显然 ,A 作为 闭 集 之 交 为 闭 集 , 且 是 包含 A 的 最 小 闭 集 ;由 此 即 知 ,A 
为 闭 集 舍 A=A-. 

(3) 设 A 为 闭 集 , 则 由 定义 Α΄ 为 开 集 ,同时 注意 到 A 门 A = 名 ,于 是 由 
案 点 的 定义 可 知 ,TE A 二 xE (A , 即 A5C(A' 5, 亦 即 ΑςΑ. 反之 设 
A'CA, 则 x EA 二 rE (A')5, 由 定义 ,存在 含有 x 的 某 一 开 集 G 满足 
(G\ iz1) 门 A= 多 ,由 于 xE€Ah ,因此 GN 站 A=, 即 有 GCAS, 此 即 说 明 
XE(A )", 从 而 A 为 开 集 , 即 A ΗΑΕ. 

(4) 由 上 述 (2)、(3) 以 及 引 理 可 得 :ACA ,A’C(A-)CA- ,于 是 有 
4 U4CA4 .注意 到 ,为 证 4 UADA 成立, 只 需 证 明 A“U A 为 闭 集 , 即 证 
明 (4AU4) =(42)50nA45 为 开 集 .由 上 述 (3) 中 的 证 明 可 知 ,zE(A2)cnn 
4 之 存在 含有 α 的 开 集 G 满足 GCAC ,而 此 开 集 ο 中 的 点 显然 不 可 能 是 A 
的 聚 点 , 即 GC(4 0) ， 于 是 有 GC(42D)5PAc,， 此 即 说 明 zE((A 1) 
A)")", 从 而 证 得 (A“UA)° 为 开 集 . 

(5) 注意 到 (A*UaA)“ = (A )", 因 此 只 需 证 明 (A-) = (A )". 因 为 
A 为 包含 A 的 闭 集 ,所 以 (A )° 为 含 于 Ac5 的 开 集 ,由 (1) 得 (4A- )cC 
(A )". 另 一 方面 ,(A)" 站 (AUA')= 作 显 然 成 立 , 由 (4) 即 得 (4c) 们 A- = 
名 ,于 是 (A“)"C(A )". 由 此 证 得 (A-) =(A)*. 

(6) 设 (z,) 为 A 中 的 任 一 收敛 点 列 , 记 zx, 一 zx. 车 (x, ) 中 有 无 穷 多 项 两 
两 不 同 , 则 τΕΑ΄ ;否则 必 有 τε A .无论 哪 种 情形 , 均 有 x € A .于 是 由 (2) 
即 得 所 证 . 

(7) 由 4z(z, A) 的 定义 以 及 (6) 即 可 证 得 . 

定理 2.2.3 A =X 的 充 要 条 件 是 对 于 任 一 非 空 开 集 G 均 有 A 门 G 关 2. 

证 设 A -Χ. 若 开 集 G 满足 A 站 mG = 名, 则 闭 集 ο 满足 4ACGC ,由 
定理 2.2.2(2) 得 4 CG", 于 是 ZS =X =(A Φα, 即 得 G= 多 .反之 ， 
ΗΤ(ΑΠΑ-ΩΒ(ΑΓ 为 开 集 ,由 条 件 知 (A )“= 名 , 即 得 A- =X. 

定理 2.2.4 (无 处 稠密 集 的 三 种 等 价 描 述 ) (1) (A )"=; 

(2) 对 于 任 一 非 空 开 集 G, 有 αΠ(ΑΓ-εῶ, 

(3) 对 于 任 一 非 空 开 集 G 必 含 有 非 空 开 子 集 G 满足 4 门 Gu = 2. 

证 (1)=>(2). 若 开 集 G 满足 GMA4 )C= 好 , 则 GCA4- ,于 是 GC 
(4 )"= 名 , 即 G= 名 .此 即 说 明 (2) 成 立 . 
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(2) 之 (3). 对 于 任 一 非 空 开 集 G, 令 Go= G 门 (4 六， 则 由 条 件 知 Ου 

为 G 的 非 空 开 子 集 ,此 时 
ΑΠΟΞΑΩΟσΩ(Α)Ξ 2. 

(3) 之 (1). 用 反 证 法 . 若 (4A- ) 夭 好, 则 由 条 件 知 , 存 在 (4 )" 的 非 空 开 子 
集 Go 满足 A 门 Go = 名 ,而 此 时 必 有 A 门 G6= 名 ,从 而 A7 门 Go = 名 ,进而 
Go= (A ) 门 Go= 多 ,由 此 得 到 矛盾 . 

定理 2.2.5 完全 有 界 集 是 有 界 的 可 分 集 . 

证 设 A 为 X 中 完全 有 界 集 , 则 存在 XX 中 有 限 个 以 1 为 半径 的 开 球 Β, 


= Βία 1D(k = 1,…, α) 18 Ό ΒΑ. 取 定 zo EX, 记 = 13 


Σλά(αι, αν). 对 于 任 一 x € A 存 在 及 使 得 rE B., 即 4(x, zx)<1, 进 
d(x, Xo) καία, πι) Εαίαπε, αρ) < rr, 
于 是 ACB(xo; τ), 即 A 为 有 界 集 . 
其 次 ,对 于 任 一 &EN, 总 存在 有 限 个 以 A 中 的 点 zh 为 中 心 二 为 半径 


ΝΕ ο ος -ν κ) ο ο 8ε 
2.12). 令 
D 一 {xr 1 7 Ξ 1, 2, ΠΝ; {ΠΩ k 一 1, 2, «ἕν 


则 为 A 中 至 多 可 数 子 集 .对 于 任 一 。>0, 存 在 &EN 使 得 二 <e, 于 是 


Βία; ε) ούρα ε) μία η Α, 

此 即 说 明 D ῬΑ(ΘΕΝ,.152.9), ΠΠ A 为 可 分 集 . 

定理 2.2.6 列 紧 集 是 完全 有 界 集 . 

证 明 留 作 练习 . 

定理 2.2.7 在 度量 空间 中 ,A 为 紧 集 的 充 要 条 件 是 A 中 的 任 一 点 列 均 
有 收敛 于 A 中 点 的 子 列 . 

证 必要 性 .用 反 证 法 . 若 存在 A 中 的 点 列 (x, ) ,其 中 无 收敛 于 4 中 点 
的 子 列 , 则 

‘Vy€E Ad6, ΣΟΗ͂Ν, ENVn > N,:zx, & Βίγι ὃν). 
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由 于 9=1B(y; δ,)ΙνΕΑΙ ΣΑΕ Α 的 一 个 开 覆 盖 , 因 此 存在 Βίοι; 6, )E 
(k=1,…, ΗΒ Ὁ Βομν δ)Α. 另 一 方面 , 令 N= max |N, Ι.Μ 


Βίνι: ὃς ) 的 构造 可 知 , 当 n>N 时 必 有 zz, ἃ ΠΒίνιν 5,), 这 与 (z,) 为 A 


中 的 点 列 矛 盾 . 
充分 性 . 充分 性 条 件 说 明 A 必 为 列 紧 ( 闭 ) 集 ,而 由 定理 2.2.6 知 A 为 完 
全 有 界 集 .由 此 可 知 ,我 们 只 需 证 明 , 对 于 A 的 任 一 开 覆 盖 5, 
3δ»0ΥΣΕΑΗ͂Ο,Ε 4θ.Βία:;δ)σς.,. 


用 反 证 法 .如 车 不 然 , 即 存 在 A 的 某 一 开 覆 盖 5, 使 得 

Vn ENIr,EAVGE 4:B (x 二 jn Ως 天 人. 
由 条 件 ,对 此 A 中 的 点 列 (z, ) ,存在 子 列 (xz) 满足 r， -= roE A. 因为 为 
4 的 开 覆 盖 , 所 以 存在 开 集 G。€ 9 使得 ro E Go, 进而 存在 r。>0 使 得 
B(zos ro)CG。. 另 一 方面 ,注意 到 当 充分 大 时 必 有 B(x ; J 


1. 
ro)C 〇 Go ,这 与 假设 矛盾 . 
定理 2.2.8 设 X 为 一 度量 空间 , 则 下 述 三 命题 等 价 : 
(1) X 是 完备 度量 空间 ; 
(2)(Cantor) 若 (FF ) 为 X 中 的 非 空间 集 序列 ,满足 


)Saczw 


Fn CF(ln=1,2,.%),limd(F,) = 0， 


则 存在 惟一 一 点 zo EF (n=1, 2,…); 

(3) X 中 的 完全 有 界 集 是 列 紧 集 . 

证 (1) 字 (2). ΒΑ ΕΞ ΖΗ Εις Ε (πι, 2，…), 故 可 取 
2,ΕΕ,, 且 当 mm 之 n 时 , 必 有 x, EEF, 于 是 


d(xnip» αι) Sd(F,), π, p EN, 


再 由 d(F, )->0 即 知 所 得 的 (xz, ) 为 完备 度量 空间 Χ 中 的 Cauchy 点 列 , 从 而 
为 X 中 的 收敛 点 列 , 记 z, 习 zo. 再 次 利用 “zx, ΕΕ, (mm 宇 n)” 及 下, 为 闭 集 的 
条 件 ,由 定理 2.2.2(6) 可 知 zo€ Ε,(1Ξ1, 2, …). 若 存在 y, EF,(n=1， 
2,，…), 则 由 


αίσπο, νο) Ed(F,)—0 


20 第 二 章 ”点 集 拓扑 


即 知 αίᾳπρ. γρ) Ξ0, 即 Yo ἆρ- 

(2)55(3). 设 A 为 度量 空间 X 中 的 完全 有 界 集 ,(z, ) 为 A 中 的 点 列 .由 
完全 有 界 集 的 定义 知 , 对 于 任 -- &E N, 存 在 有 限 个 以 让 -为 半径 的 开 球 (从 而 
相应 的 闭 球 ) 所 成 之 集 族 到 = 1S 史 |m =1, 2, …，mwi 覆 盖 了 A, 于 是 ,存在 
SE 含有 (z, ) 中 的 无 穷 多 项 ;又 存在 SeE {8 55 55 8,(α,) 
中 的 无 穷 多 项 ; ……; 一 般 地 ,对 于 任 一 AE N, 存 在 So E 法 使 得 闭 集 
和 们 SH 含有 (zx, ) 中 的 无 穷 多 项 ,由 此 可 知 , 必 存在 (z, ) 的 子 列 (zx，) 满 足 
zn (k=1, 2,…). 注 意 到 所 得 的 非 空 间 集 序列 (FF ) 满 足 : Ε.Ε. Η. 


(Εξ ά-ι, 2，…) ,由 (2) ,存在 zoE Fi(k=1,2,…), 且 d(x, ,xo) 
<dCF) 一 0, 即 x, 一 zo, 从 而 证 得 A 为 列 紧 集 . 
(3) 过 (1). 设 (zx, ) 为 度量 空间 X 中 的 Cauchy 点 列 , 记 A 为 由 (x, ) 中 的 
全 体 项 所 成 之 集 .由 Cauchy 点 列 的 定义 ; 
γελθβΝΕΝΥῃΛΖΝ:Ιαία,, ἂν) «ε, 


ΠΙΆ 0 Βίαχν ϱ)Α, 于 是 A 为 完全 有 界 集 .由 (3),A 为 列 紧 集 ,此 即 说 明 
Cauchy 点 列 (z, ) 有 收敛 子 列 ,由 此 可 知 (zx, ) 必 为 收敛 点 列 (详细 论证 与 数学 
分 析 中 的 有 关 证 明 需 同 ), 从 而 证 得 X 的 完备 性 . 

定理 2.2.9 完备 度量 空间 X 的 子 空间 M 为 完备 子 空间 的 充 要 条 件 是 
M 为 X 的 闭 子 空间 . 

证 明 留 作 练习 ， 

定理 2.2.10(Baire 纲 定理 ) 若 X 为 完备 度量 空间 , 则 X 为 第 二 类 型 
集 . 

证 用 反 证 法 . 若 X 为 第 一 类 型 集 , 则 存在 无 处 稠密 集 列 (E, ) 使 得 X = 

局 已 注意 到 X 为 度量 空间 ,由 定理 2.2.4(3) 可 知 : 

对 于 无, ,存在 直径 小 于 1 的 非 空 闭 球 5, 使 得 Si 站 已 = 2: 

对 于 已 ,存在 直径 小 于 方 的 非 空 闭 球 S:CSiC S, [88 5,ΠΕ, = ο: 

如 此 以 往 ,一 般 地 ,对 于 Ε,»ι ,存在 闭 球 Να ΠῚ ,满足 


ο || 
GF Sun CS, CS,, d(S,,1) < μα], 


Ὅλη Π Er Ξ 他 (n = 1, 2, …). 
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由 此 得 到 一 满足 上 述 条 件 的 非 空 闭 球 套 ( S, ). 由 于 X 为 完备 度量 空间 ,因此 
由 定理 2.2.8, 应 在 X 中 存在 rzoES,(2=1, 2,…); 而 由 5,ΠΕ, = Ζ(η 
2 

的 假定 矛盾 .由 此 即 证 明了 定理 . 

定理 2.2.11 (完备 化 ) 设 (X，ow ) 为 一 度量 空间 , 则 存在 从 X 到 某 一 完 
备 度 量 空间 的 等 距 租 入 , 即 存 在 一 完备 度量 空间 (Y,p), 存 在 映射 h:X 一 Y 
满足 . 

plh(a), h(b)) = d(a, δ), a, ΡΕ Χ 

Υ 的 闭 子 空间 上 (X) 是 一 完备 度量 空间 , 称 之 为 X 的 一 个 完备 化 空间 .XX 的 
完备 化 在 等 距 的 意义 下 是 惟一 的 . 

证 我 们 只 证 明 完 备 化 空间 的 存在 性 , 即 完备 度量 空间 (Y,p) 以 及 等 距 
嵌入 映射 A ;:X 一 Y 的 存在 性 . 

取 Y=B(X), 。 为 通常 的 上 确 界 距离 , 则 (B(X),p) 为 完备 度量 空间 
(参见 习题 2.38). 现 取 定 rzoE X, 对 于 任 一 a€ XX, 定 义 函 数 η: X->R， 


h(x)= (ία, α) -ἀία, το), x EX. 
由 距离 的 三 角 不 等 式 知 
| h(x) IE ἀίαν χο), αΕ Χ, 
即 h。€ B(X). 若 令 h(a)= 有 h， 由 此 便 确 定 了 映射 n: X 一 B(X), 且 有 
plh(a), π(ύ}}- Sup | Λι(α) -Λι(α) | 


= sup Γαία, α)- ία, 6)|= d(a, 6b),a,bEX. 


82.3. 连续 映射 


定义 2.3.1 设 (X,du) 和 (Y,d2:) 为 两 个 度量 空间 , f: XY, xo EX. 
若 
Vs>036>0VzEB(zoi6):Fzr)eE BCFrzo)ie)， 
则 称 映射 上 在 zu 处 连续 .车 了 在 X 的 每 一 点 处 连续 , 则 称 了 是 X 到 YY 的 连续 
映射 . 
注意 到 上 述 条 件 中 的 “VY σΕ B(xzxo; 6):f(x)EB(f(xo); e)" 也 可 写 为 
“f(B(zo; 6))CB(f(zo);e) 或 5B(zoi 6)Cf I(B(fF( zr):; 0))" ,同时 注 
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意 到 度量 空间 中 的 开 集 以 及 一 点 的 邻 域 的 特性 ,于 是 我 们 可 以 叙述 为 : 若 *“ 对 
于 任 一 含有 F(zo ) 的 开 集 V , 均 存 在 含有 ze 的 开 集 U ,使 得 F(U)CYV( 即 
UC 1(V))" 或 “对 于 f(xzo) 的 任 一 邻 域 V ,ff '(V) 均 为 χο 的 邻 域 ”, 则 称 
f 在 xo 处 连续 .而 后 面 的 这 种 叙述 ,可 以 推广 为 拓扑 空间 X 到 YY 的 映射 /在 
αρ 处 连续 的 定义 . 

定理 2.3.1 /为 拓扑 空间 X 到 YY 的 连续 映射 的 充 要 条 件 是 对 于 Y 中 
的 任 一 开 集 了 , 广 !(V) 为 X 中 的 开 集 . 

证 必要 性 . 任 取 ze 广 !((V), 则 f(x)EV, 由 于 V 为 开 集 ,因此 V 必 
是 f(z) 的 邻 域 ,从 而 由 在 zx 点 连续 的 定义 可 知 (ΥΕ z 的 邻 域 ,也 就 
是 说 xz 是 f"'(V) 的 内 点 ,由 xz€f"'(V) 的 任意 性 即 知 广 !(V) 为 开 集 . 

充分 性 . 任 取 xEX 以 及 f(z) 的 邻 域 V, 则 V' 必 是 含有 f(x) 的 开 集 , 因 
此 由 条 件 广 :(V") 为 含有 α 的 开 集 ,注意 到 Γ'!νσγ'(ν), 此 即 说 明 
f'(V) 是 xz 的 邻 域 ,从 而 了 在 zx 点 连续 ,由 xEX 的 任意 性 即 知 f 在 X 上 连 
续 . 

注 定理 2.3.1 中 的 “ 开 集 ”两 字 可 都 改 为 “ 闭 集 ”. 

定理 2.3.2 设 X, Υ 为 两 个 度量 空间 , f:X 一 Y. 则 /在 zo 点 连续 的 充 
要 条 件 是 对 于 X 中 的 任 一 收敛 于 xz。 的 点 列 (x, ),Y 中 相应 的 点 列 ( 了 (x, )) 
均 收 敛 于 Ρίτο). 


定理 2.3.2 的 证 明 与 数学 分 析 中 的 相应 应 命题 的 论证 方法 相同 , 故 不 再 赣 6 


述 . 

引 理 ” 设 A ,B 为 度量 空间 X 中 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 , - co<a<b 
< + co , 则 存在 连续 函数 f:X-[a, 5b] 使 得 f(A)= ial, γ(Β)-!δ|. 

引 悍 的 证 明 留 作 习题 . 

定理 2.3.3( 连 续 函 数 的 延 拓 ) ΥΕ 为 度量 空间 X 中 的 闭 集 , g:E 一 RR 
连续 , 则 存在 连续 函数 f:X->R 满足 : 

(1) f(x)=g(zx), σΕΕ; 

(2) ipf/ (x)= ipfg (x), 5ηρ/ία)Ξουρα(α). 

证 不 妨 设 g 为 已 上 的 有 界 连续 函数 (否则 考虑 arctan(g(x))), Η. 
名 g(x)= 一 supg(z)( 否 则 考虑 g(z) ~ 广 (ipf g(x)+supg(zx))), 记 


So0 = δ» πι = supgo( x) Ξ- inf go(x). 
若 m=0, 则 取 f(z) 寺 0 即 可 , 故 下 设 m >0. 今 


A= gif(- ου, ο B= go! [地 ,+ οο)/, 


(BTFRY ENS YHZ EA 


ms 
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则 A,B 为 E 中 的 两 个 不 相交 的 非 空 ( 相 对 ) 闭 集 , 由 于 为 X 中 闭 集 ,因此 
4,B 必 为 X 中 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 . 由 引 理 ,存在 连续 图 数 fi :X 一 


ΠΠ ο | -有 | /6(B)= | 全 | .定义 


βι(α) = go(x) ~ folr), x EE, 


πο -< 凶 , < 多 | 连续 , 且 


: _ 2 2m 
- inf gi (x) = supg1(7) σπα. 


对 8g 重复 上 述 对 go 的 过 程 ,可 得 X 上 的 连续 函数 记 以 及 玉 上 的 连续 
函数 g: ται 一 ,满足 


- inffi(x) = supgfi(x) = πα), 
- ipgf g2(7) = sez(z) = (3). 


如 此 进行 下 去 ,得 到 X 上 的 连续 函数 列 ( 户 ) 以 及 无 上 的 连续 晒 数 列 
(ει) (8 -1 一 δει) ,满足 


-一 inffn (x) 一 supfn (1) 一 5) ην 
- infg, (x) = sup ga (4) = (5) (n = 1,2,.). 


于 是 函数 项 级 数 > (z) 在 X 上 一 致 收敛 于 连续 函数 F(z)( 此 处 “一 致 收 


ΑΚ 的 定义 与 和 函数 的 连续 性 ” 的 证 明 与 数学 分 析 中 的 相应 定义 与 证 明 雷 
同 ). 出 


| go(z) 一 | Ξ]ρ(α)ις (5). ΣΕΕ (n=1,2,.%):; 


55 2 
| f(xz) «Ὁ τ(3) m=m,xE€EX, 
n=0 


可 知 f 确 为 g 的 延 拓 , 且 满 足 定理 结论 中 的 (2). 
定理 2.3.4( 压 缩 映 射 原理 ) 设 (X，4) 为 完备 度量 空间 , 若 /:X 一 X 是 
压缩 映照 , 即 存在 a€ (0, 1) 使 得 
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α([(α), f(y)) ΞΕ αα(α, ν), αν νΕ Χ, 
则 广 有 惟一 的 不 动 点 , 即 存在 惟一 的 z EX 使 得 f(x*)=x”. 
证 任 取 roEX, 令 z= 了 f(z-1)(n=1,2,…), 得 到 XX 中 的 点 列 
(zx, ). 注意 到 
d(xa1, Tn)= α(/(α,), [αν ι)) 
Sad(r, rai) Rod(r, αφ), n EN, 
d(xza1p» Tr) d(xatps ἄπερ-ι) + + d(x, αὶ) 


之 (a”"'?-! 十 …- 十 α")αά(αι . 2ο) 


和 Td (zx, χο)» n,pEN, 


这 
可 知 (z, ) 为 完备 度量 空间 X 中 的 Cauchy 点 列 , 即 为 X 中 的 收敛 点 列 . 记 
(ας ) 的 极限 为 x , 则 由 

α(τ᾽, [(α᾽)}εα(α᾽, f(x)) tad(flxr,), f(x” )) 

καστ, rl)t+ad(r,, απ )—0, 

ΗΓ α(α᾽, f(z’ ))=0, 即 f(x')=x". ΜΈΓ γ᾽ EX 为 f 的 不 动 点 ， 
则 由 

dz ιν ) - απ}, Εν) ςαα (στ, ν᾽), 
即 知 y* -τ”. 


82.4 R 中 的 开 集 及 完全 集 的 构造 


由 于 开 区 间 (a ，b)( 此 处 - co 委 c<b 委 +co) 是 R 中 的 开 集 ,因此 任意 多 
个 开 区 间 之 并 是 开 集 , 特 别 地 ,至 多 可 列 个 两 两 不 交 的 开 区 间 之 并 是 开 集 . 另 
一 方面 , 设 G 是 R 中 的 开 集 , 则 对 于 任 一 x € G 存在 r >0 使 得 (x 一 +,， τ 
r)CG. 记 


6 :=supl818>z 且 (z，p8)CGH 

ai:= inflala< xH(a, x)C αἱ, 
则 开 区 间 (e ，2) 具 有 性 质 : 

| (α,ὀ)σα, αξἝςς, δ ᾶς. 
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如 上 所 得 的 开 区 间 (a ,5 ) 称 为 开 集 G 的 一 个 构成 区 间 . 于 是 R 上 开 集 G 中 
的 每 一 点 必 在 G 的 一 个 构成 区 间 内 .此 外 ,由 G 的 构成 区 间 的 端点 不 属于 C 
可 知 ,G 的 任何 两 个 不 同 的 构成 区 间 必 不 相交 .注意 到 R 上 两 两 不 交 的 开 区 
间 为 至 多 可 列 个 ,于 是 有 下 述 定理 . 

定理 2.4.1 R 中 非 空 集 G 为 开 集 的 充 要 条 件 是 G 可 表 为 至 多 可 列 个 
两 两 不 交 的 开 区 间 之 并 . 

由 完全 集 的 定义 以 及 定理 2.2.2(3) 可 知 ,完全 集 即 为 无 孤立 点 的 闭 集 ， 
特别 地 , 若 在 R 中 考察 , 则 有 如 下 结论 . 

定理 2.4.2(R 中 完全 集 的 构造 ) κ 中 集合 A 为 完全 集 的 充 要 条 件 是 
ΑΓ 为 两 两 不 交 且 无 公共 端点 的 开 区 间 之 并 . 

例 Cantor 集 PP. 

Cantor 集 的 具体 的 构造 过 程 如 下 : 


ο ΓΕ μ.ο 
ο κ]πι.-[5.ε]ησοι-/ι. 
ἔτ; ΗΠ 


5, ο 
- (5, ο) 且 记 ο, = Jo U ει 留 下 闭 区 间 Ιω = |0, ὃν Ιω = 


2 1 _r2 7 _r8 
ΕΠΗ (5,3) 1 ο. 

第 三 步 , 对 留 下 的 四 个 闭 区 间 施 行 同样 的 过 程 , 移 去 的 开 区 间 分 别 记 为 
J oo ,J 021 5.) 201 3 J a21 , 且 记 ο 三 Joo UJo， UJ U Jy ; 留 下 的 闭 区 间 分 别 记 为 


Ίο» [002» [020» Loz2 » L200 » L202 » 220 , 12 - 


如 此 以 往 不 断 地 进行 下 去 .最 后 , 令 


G=(-%,0U(0,+o)UUG,,P= 06°. 

利用 定理 2.4.2 与 定理 2.4.1 .定理 2.2.4 可 知 Cantor 集 P 为 无 处 稠密 
的 完全 集 . 现 说 明 P 具有 连续 统 势 .事实 上 ,将 [0,1] 中 的 数 用 三 进 制 小 数 
表示 ,并 约定 :0 表 为 0.00…,1 表 为 0.22…; 当 有 限 小 数 的 末 位 数 为 2 时 , 则 
在 其 后 添加 上 一 系列 0( 我 们 姑且 也 称 之 为 无 穷 小 数 ) ,例如 将 0. x x…x2 
表 为 0. x x…X200…; 当 有 限 小 数 的 末 位 数 为 1 时 , 则 将 其 表 为 无 穷 小 数 ， 
例如 将 0. x x…x1 表 为 0. x x…x022…. 由 此 可 知 ,x€ UG， 当 且 仅 当 ~ 
的 三 进 制 表示 中 至 少 某 一 位 数 为 数字 1 ,换言之 :zxEP ΜΗ τς 可 表 为 由 
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0 或 2 作为 位 数 构成 的 无 穷 小 数 ,于 是 由 定理 1.3.4 即 知 Ρ 的 势 为 区 
习 题 


1. 征明: 度量 空间 中 的 开 球 是 开 集 . 

2. 试问 :度量 空间 中 开 球 B(zo; r) 的 闭 包 是 否 必 为 闭 球 S(xo; «7 
3. 设 X 为 度量 空间 ,证明 : 

(1) X ,如 为 开 集 ; 

(2) 有 限 个 开 集 的 交集 为 开 集 ; 

(3) 任意 个 开 集 的 并 集 为 开 集 . 

4. 设 X 为 拓扑 空间 ,证 明 : 

(1) XX, 名 为 闭 集 ; 

(2) 有 限 个 闭 集 的 并 集 为 闭 集 ; 

(3) 任意 个 闭 集 的 交集 为 闭 集 . 

5. 试问 :度量 空间 中 集合 的 内 点 是 否 必 为 该 集合 的 聚 点 ? 

6. 设 A 为 度 最 空间 X 中 的 集合 ,证 明 :z 为 A 的 聚 点 的 充 要 条 件 是 z 的 任 一 邻 域 中 


7. 设 A 为 度量 空间 X 中 的 集合 ,证 明 :(4) CA- 
8. 设 A, 为 拓扑 空间 X 中 的 集合 ,证 明 : 
(电车 ACB, 则 ACB ,A"CB",A .CB ; 
(2) (AUB) =A4AUB (ANB) CA mnB 

(ΑΗΒ) DAUB',(ANMNB) = ΑΠΡ": 

(AUB) =A UB ,(ANMNB) CA NB . 
9. 证 明 : 在 度 基 空间 中 ， 

Α 卫 B 人 对 于 任 一 e > 0, 有 δν ε) Ὁ Β. 


10. 证 明 : 在 度量 空间 中 , 闭 集 为 ΒΕ, ΠΊΕ Ε, ΒΕ. 

11. 证 明 :(1) 若 A 为 n 维 欧 氏 空间 κ’ 中 的 非 空 集合 , 且 A 关 R”", 则 3A ; 

(2) κ’ 中 既 开 又 闭 的 集合 必 为 空 集 名 或 全 空间 κ”. 

又 问 : 若 将 上 述 κ” 改 为 度量 空间 X ,相应 的 命题 是 否 依然 为 真 ? 

12. 证 明 : 若 A 为 度量 空间 X 中 的 完全 有 界 集 , 则 对 于 任 一 。 >0, 存 在 有 限 个 以 A 中 
的 点 为 中 心 se 为 半径 的 开 球 之 并 包含 A. 

13. 证 明 : 度 量 空间 中 的 列 紧 集 必 为 完全 有 界 集 . 

14. 证 明 ;R” 中 的 有 界 集 必 为 完全 有 界 集 . 又 问 : 度 量 空间 中 的 有 界 集 是 否 必 为 完全 
有 界 集 ? 

15. 试问 :度量 空间 中 的 有 界 点 列 是 否 必 有 收敛 子 列 ? 


16. 设 (K, ) 为 度量 空间 X 中 的 非 空 单调 减 紧 集 序列 ,证 明 : 站 κ, ο. μα τν 
设 d(K,) 一 0, 则 人 门 κ, 为 单 点 集 . 


习 题 27 


又 问 :车 设 (K, ) 为 非 空 单调 碱 ( 有 界 ) 闭 集 序列 ,即使 X 为 完备 度量 空间 ,是 否 仍 有 


A KG 

17. 设 X,Y 为 两 个 度量 空间 , /:X 一 Y .证明 : /在 x。 点 连续 的 充 要 条 件 是 对 于 X 中 
的 任 一 收敛 于 re 的 点 列 (x, ),Y 中 相应 的 点 列 ( f(x )) 均 收敛 于 f(xo). 

18. 设 X,Y 为 两 个 度量 空间 , f;X 一 Y 连续 ,A 为 X 中 的 紧 集 ,证 明 : AAA) 为 了 中 
的 紧 集 . 

19. 设 X,Y 为 两 个 度量 空间 ,f:X 一 Y 连续 ,ECX, 证 明 : AGE )C(/(E)) , 且 举 
例 说 明 ΚΕ )¥(/(E)) . 

20. 设 X,Y 为 两 个 度量 空间 ,E 为 X 中 的 紧 集 , f:E->Y 连续 且 为 双 射 ,证 明 : ΓΒΕ 
续 . 又 问 : 若 巨 非 紧 , 则 结论 如 何 ? 

21. 设 X,Y 与 2 均 为 度量 空间 , 旦 其 中 YY 为 紧 空 间 . 又 设 有 映射 六 X 一 了 ,g:Y 一 
Z, 其 中 g 连续 且 为 双 射 ,h = gf. 证 明 : 若 h 连续 , 则 /连续 .又 问 :车 Υ 非 紧 , 则 结论 如 
何 ? 

22. 设 为 度量 空间 X 中 的 非 空 集合 ,C(E): = 1f|f:E 一 R 连续 | .证 明 :下 为 紧 集 
的 充 要 条 件 是 C(E)CB(E). 

23. 设 X,Y 为 两 个 拓扑 空间 ,f 为 X 到 Y 上 的 双方 连续 上 映射, 证明: f 将 X 中 的 任 一 
开 集 ( 闭 集 ) 映 为 Y 中 的 开 集 ( 相 应 地 , 闭 集 ). 

24. 设 X,Y 为 两 个 拓扑 空间 ,ECX,f:E 一 Y. 证 明 : 

(1) 若 王 为 X 中 的 非 空 开 集 , 则 ΓᾺΕ 上 的 连续 映射 的 充 要 条 件 是 对 于 YY 中 的 任 一 
开 集 V ,fA '(V) 均 为 X 中 的 开 集 ; 

(2) 车 上 为 X 中 的 非 空 闭 集 , 则 ΓΕ 上 的 连续 映射 的 充 要 条 件 是 对 于 Y 中 的 任 一 
闭 集 W,f"'(W) 均 为 X 中 的 闭 集 . 

25. Χ,Υ 为 两 个 拓扑 空 间 , 人 ECX(k=1,2,.,n),E 站 EE = (1), Ε-- 
σος πο | 表示 Y 中 的 单 点 集 ),k=1, 2,…, .证 明 ;车 Εχ(Ε 
三 1,， 2,，…，, 7m) 均 为 开 集 或 均 为 闭 集 , 则 f 为 E 上 的 连续 映射 . 

26. 证 明 : 度 量 空间 (X， 4) 中 的 距离 d 是 两 个 变 元 的 连续 函数 , 即 若 x, 一 x Ην,-» 
y, 则 d(x,, νι) ά(α, ν). 

27. 设 A 为 度量 空间 (X,d) 中 的 非 空 集合 ,证 明 : 

ld(x, A)-d(y, A) Ικίαία, ν). αι νε X. 

28. 设 A,B 为 度量 空间 X 中 的 两 个 不 相交 的 非 空 间 集 , ~ cc<a<2< + co, 则 存在 
连续 函数 /:X 一 [a, 5b] 使 得 ΓΑ) alt, Γ(Β)ΞΙδΙ. 

29. 设 A,B 为 度量 空间 X 中 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 , 证 明 : 存 在 两 个 不 相交 的 开 
集 Gs。 ,Gs 使 得 ACG,, BCG,. 

30. 设 A,B 为 度量 空间 X 中 的 两 个 非 空 集合 ,定义 

d(A, B):= infld(zx, ν)ὶ ας Α, νΕΒΙ. 
ΠΕΒΗ͂ ΓΑ 为 非 空 紧 集 ,B 为 非 空 闭 集 ,是 ΑΠΕΒΞ Φ,Β]α(Α. Β)20. 
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又 问 : 若 将 上 述 A 改 为 非 空 逆 集 ,相应 的 命题 是 否 依然 为 真 ? 

31. 证 明 : 可 分 度量 空间 的 任 一 子 空间 是 可 分 的 . 

32, 证 明 : 离 散 度 量 空间 X 为 可 分 空间 的 充 要 条 件 是 X 为 至 多 可 数 集 . 

33. 证 明 :/” 是 不 可 分 空间 . 

34. 证 明 :83[a, 5] 是 不 可 分 空间 . 

35. 设 Cla, 0) 为 Le, 0) 上 的 有 界 连续 函数 全 体 , 且 在 其 上 引进 上 确 界 距离 ,试问 : 空 
间 Cfa, 65) 是 否 可 分 ? 又 问 :空间 C[a, bj] 是 否 可 分 ?为 什么 ? 

36. 证 明 : 收 敛 数列 全 体 按 上 确 界 距离 所 成 之 度量 空间 是 可 分 空间 . 

37. 设 X 为 可 分 度量 空间 ,证 明 :X 的 任 -一 开 和 覆盖 中 必 存 在 一 可 数 子 覆 盖 . 

38. 证 明 : 离 散 度量 空间 .有 界 函 数 空间 B(X)( 及 其 特例 1”) 均 为 完备 度量 空间 . 

39. 证 明 : 完 备 度量 空间 X 的 子 空间 1M 为 完备 子 空间 的 充 要 条 件 是 M 为 X 的 闭 子 空 
间 

40. 设 (E, ) 为 完备 度量 空间 X 中 的 稠密 开 集 序列 ,证 明 : 门 E, 也 为 X 的 稠密 集 . 

41. 证 明 : 完 备 度 量 空间 中 的 任 一 稠密 的 第 一 类 型 集 均 非 G 型 集 . 

42. 设 /:R->R, 证 明 ;f 的 连续 点 集 是 R 中 的 ο, 型 集 . 

43, 证 明 : 不 存在 于 R 上 一 切 有 理 点 连续 而 无 理 点 间断 的 实 函 数 . 

44. 设 /,/,EB(X), d(f ,了 f) 一 0, (αι) Χ 中 点 列 .证 明 : 

(Ὁ 11Η ΤΗ ΠΕΝ. (Ες (zi )) si 均 为 收 化 数列 , 则 (f(z )) 也 是 收敛 数列 . 

(2) 车 对 于 任 一 n€EN, 有 limf, (αι ) =0, 则 lim f(x)=0. 

(3) 《以 及 “0 (无 穷 小 数列 全 体 ) 按 上 确 界 距离 均 为 完备 度量 空间 . 

(4) 记 

Ὥς := {z= (6&)1&, ER 或 C) 且 IjN,ENVn>N, 有 E&, -0ἱ, 


45. 设 X μμ... 满足 : 
d(f(x), {(9)) < d(xr, y), α. νε Χία-εγ). 
证 明 : 太 存在 惟一 的 不 动 点 . 
46. 设 X 为 完备 度量 空间 ,/:X 一 X, 且 存在 EN, 使 得 f,:= f*…*f*f 为 X 上 的 压 
缩 映射 ,证 明 : /存在 惟一 的 不 动 点 . 
47. 设 X 为 完备 度 基 空间 , /:X->X, 记 /,: Af 


.dlflzr), f(y)) 
βατ Sup d(x, y) 


(n= 1,2,.). 


证 明 :; 关 ya, 收 敏 , 则 /存在 惟一 的 不 动 点 


第 三 章 测 Ε 


83.1 集合 代数 
3.1.1 集合 代数 与 o 代数 


定义 3.1.1 设 尽 是 集合 X 上 的 一 个 非 空 集 族 ,如 果 以 满足 

(1) 1ΕΕω, Ες 

(2) Ε,ΕΕ.,ΠΙΕΙΙΕΕ.ν, 
那么 w% 称 为 X 上 的 一 个 代数 . 若 将 上 述 (2) 改 为 

(2) 若 忆 Ena=L 2, “),ΌΕ,Ε.,, 
那么 wy 称 为 X 上 的 一 个 c 代数 . (显然 ,o 代数 必 是 代数 . ) 

若 以 是 集合 X 上 的 一 个 c 代数 , 则 (X,:/) 称 为 可 测 空间 ,.y 中 的 元 素 称 
为 上 的 . 闷 可 测 集 ,简称 为 可 测 集 . 

定理 3.1.1 设 .% 是 集合 XX 上 的 一 个 代数 ,那么 

(1) X, GE. 

(2) ΣΕ Ες. ΝΕΩΠΕΕΟΕΛΕΕ. 

如 果 .Y 是 o- 代 数 ,那么 还 有 

(3) 1: Ε,Ε«ΚηΞ1, 2, ), ΓΕ, ή 

证 (1) 因 为 .7 为 X 上 非 空 集 族 ,所 以 存在 ΕΕ .由 定义 ,EC Ε 以 ,于 是 
X=EUE EWG= XE. 

(2)ΦΕ ΕΕ ΝΕ, ΕΕ ΤΕ ΕΩΕΞί(Ε ΙΕ) Ες 以, 进而 
ΕΛΕΞΕΠΕ Εν 

(3) 6 Ε,Ε.Λπ-1, 2, “η, ΠΕ, (Ὁ ΕΕ... 

推论 设 以 是 集合 XX 上 的 一 个 o 代数 ,车 E, € (η, 2，…), 则 
limE, ,lim E, Εν. 

证 由 上 .下 限 集 以 及 oc- 代 数 的 定义 与 定理 3.1.1(3) 即 得 . 

定理 3.1.2 设 ΞΕ X 上 的 一 个 非 空 集 族 ,那么 .为 代数 的 充 要 条 
{ΕΕ Ε,ΕΕΟ ΝΕ, ΕΠΕΕ.'ν 

定理 3.1.3 设 :/ 是 集合 X 上 的 代数 ,那么 ,为 e 代数 的 充 要 条 件 是 : 


车 EEAn=1,2,…), 有 ENE Φ(1/), 则 UE,Ew. 
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上 述 定 理 3.1.2 与 定理 3.1.3 的 证 明 留 作 练 习 . 

设 8 是 集合 X 上 的 一 个 非 空 集 族 ,一 般 说 来 7 不 一 定 是 代数 (或 o 代 
数 ) ,但 是 存在 包含 的 代数 (o 代数 ) ,例如 :XX) 就 是 其 中 之 一 . 容易 验证 ， 
包含 多 的 一 切 代 数 (o 代数 ) 之 交 仍 是 一 个 包含 7 的 代数 (o 代数 ), 记 之 为 
K(29(S(CFD ) ,并 称 之 为 由 集 族 生成 的 代数 (ec 代数 ). 显然 κ( (8). 
包含 多 的 最 小 代数 (o 代数 ). 

易 证 ,S(7)=S(K(D)). 

定理 3.1.4 设 多 是 集合 X 上 的 一 个 非 空 集 族 , 集 族 

以 :二 1A 1 A 可 表 为 中 有 限 个 两 两 不 交 的 元 素 之 并 |. 


ἀπ ΙΕ 

(1) ΧΕ,ΕΕΦΖΣΝΕΩΕΕΣ: 

(2) ΕΕ, ΕΕ, 
那么 Κ(9) --ν. 

证 由 尽 以 及 K(2 的 定义 可 知 :SCwCK( 力 , 且 只 需 证 明 y 是 代数 即 
可 ,因此 只 需 验 证 wy 满足 定理 3.1.2 的 条 件 . 

任 取 玉 ,FE , 则 可 记 


Ε Ξὔε, Ε -UP， 
其 中 E,, ΕΕ5, ΕΕ ΞΟ,Ε ΕΞ Ζ(19), 于 是 


ΕΩΕ = WE Π Ε)). 


Β(ΙΛΉΕΙΠΕ,Ε5, ΗΒΆΠΙΕ,ΠΕ|1«ζέξίηι, Ιἑ}ἑ“π|γμμ 73:88 
ΛΑΣΗ,κΕΠΕΕ ων. 又 由 (2) 知 ECE wy, 故 由 已 证 之 结论 结合 归纳 法 可 知 
ΕεΞβεε 

5 设 多 表示 尺 中 形 如 

(a, bj,(a, +%), -οοὐ-α-«-δ «1 οο 

的 区 间 全 体 .显然 , 若 Τι, ΙΕ Ι ΩΙ, ΕΕ: 167,1} ΙΕ --α-- [ΠΕ 
多 中 有 限 个 (实际 上 至 多 两 个 ) 两 两 不 交 的 元 素 之 并 . 于 是 由 定理 1.1.3 知 
K(9) 即 是 中 有 限 个 两 两 不 交 的 元 素 之 并 的 全 体 . 

3.1.2 单调 族 


基于 今后 个 别 定理 证 明 需 要 的 考虑 ,我 们 对 单调 族 的 概念 作 一 简要 介绍 . 
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定义 3.1.2 设 29 为 集合 X 上 的 非 空 集 族 , 若 对 于 乡 中 的 任 一 单调 集 列 
(EE,) 均 有 limE, € 2, 则 称 儿 为 X 上 的 一 个 单调 族 . 

易 证 ,5 代数 必 为 单调 族 ;单调 代数 ( 即 既 是 代数 又 是 单调 族 的 集 族 ) 必 为 
o 代数 . 

设 3 为 XX 上 的 非 空 集 族 , 易 知 包含 :7 的 一 切 单调 族 之 交 M( 沁 ) 仍 为 包含 
的 单调 族 ,M( 了 ) 称 为 由 学 生成 的 单调 族 . 显然 ,M( 坟 是 包含 .7 的 最 小 单调 
族 . 

定理 3.1.5 若 为 集合 XX 上 的 代数 , 则 M(.:/) =S (7). 

证 注意 到 S(.3) 必 为 包含 .的 单调 族 ,由 M(.Y) 的 定义 即 知 MUeODC 
S(.%) .为 证 相反 的 包含 关系 成 立 ,只 需 证 明 M(.) 为 (包含 :的 单调 ) 代 数 . 

为 此 ,对 于 任 一 FEM(w) , 令 

F:= {EIE EM(WY, HE ,EUFE MGI. 
显然 ,TEM(W 有 有 «5. 
任 取 学 中 的 单调 集 列 (E,), 则 (EUF) 与 (E55) 均 为 M(y) 中 单调 集 列 ， 
且 
το Ε, ς Μί-), 
(limE,) UF = lim(E, UF)EM(O， 
(lim 已 入 = lim ΕεΜί.), 
于 是 lim ΕΞ. 此 即 说 明光 为 单调 族 ,从 而 7= Μ(.:Λ. 

由 上 述 所 证 之 结论 即 可 说 明 M(.v) 为 代数 .事实 上 ,车 EE,FEM(Y), 则 

EEF, 即 得 ECEM(w),EUFEM(wy) .证 毕 . 


53.2 测度 的 概念 及 其 基本 性 质 
3.2.1 拓 广 实数 系 RR* 


拓 广 实数 系 R 是 R 加 上 两 个 符号 -wm 及 +%, 即 R*:=RU1-o%， 
{60}, ΗΥΩΙΕΚ,Η -οοζχ«{ο0, Κὶ-- οοςα«δεςΕοο, 3} κα 


[α,ὀ]:--!α!α--ασ-«ὀὶ, (a,6):= jrja<r< bl, 
[a, 5):= ἱσίαςκτςοδί, (a, bj:= Iria<zx 人 bl 
(车 a =6, 则 上 述 后 三 个 区 间 均 为 如 ) ,并 定义 运算 规则 


α (199) ουας(-9οο, 1 οοἳ: 
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αξ(-ο--οοαςί[-οο, 160}; 
Ἔσο, αΕ (0Ο, ο], 
α“({5ο)--40, α-ο, 


Ἔοοια ς [-οο,θ) 


4 -0,a€(-%,+%). 


4909 


3.2.2 测度 


定义 3.2.1 设 : 是 集合 X 上 的 代数 或 z 代数 ,如 果 函 数 µ: κ΄ 满足 
(1) µ(Ε):0, Ες. 
(2) μ(ῶ)-ο; 


(3) 车 (E,) 是 /中 两 两 不 交 的 集合 序列 , 且 Ὁ Ε, Ε.Β 


μ(ῦΕ,.)- μα). 


那么 就 称 为 /上 的 一 个 测度 ,(X ,yx) 称 为 测度 空间 ,中 的 元 素 称 为 pe 
可 测 集 ,简称 为 可 测 集 . 

( 注 当 以 是 代数 时 ,上 述 (3) 中 条 件 " U E,E .7 是 多 余 的 .有 时 ,我 们 
也 使 用 “X 是 一 测度 空间 ” “jy 是 一 测度 " “jp 为 X 上 的 测度 "这 类 说 法 . ) 

车 ju(X)< + co , 则 称 为 (全 ) 有 限 测度 ; 若 存在 1E, 1 CC. 使 得 X= 
ΖΕ, 且 p(E,)< + oo(a=1, 2,…), 则 称 / 为 (全 )o 有 限 测度 ;车 Ey 满 
足 z(E)=0, 则 称 忆 为 w 零 测 集 ,简称 为 零 测 集 ; 若 任 一 / 零 测 集 的 任 一 子 
集 均 属于 sy, 则 称 测度 空间 (X ,yw ) 为 完备 的 ,we 称 为 完备 测度 .- 

例 1 δα. ν-.ΧΧ), ΒΕ ἀΕΧ,1εΧ 


1. ΣΕΕ, 
μ(Ε) -1 Ες «ΧΧ), 
0, τᾶ6ξΕ, 


则 μ 是 测度 ,通常 称 之 为 点 测度 (Dirac measure ) 
例 2 设 w= . 光 X), 定 义 


， E<X 
μ(Ε) = -- E € XX), 
-ο, ΕΞΕΝ 
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ΜΙ µ 是 测度 ,通常 称 之 为 计数 测度 (counting measure). 
例 3 设 :/=: 汉 N),(p,) 是 非 负 实 数列 ,定义 


μίΕ) Ξ δ». ΕΕ.ΧΝ), 


ΜΙ w 是 完备 的 c 有 限 测 度 ; 此 外 当 Σρι «--οοβἠ,μ 是 有 限 的 . ἘΠΗ͂Ν, ἘΣ 

β, = 1(n = 1,2,…), 则 jy 即 为 计数 测度 

3.2.3 测度 的 基本 性 质 

定理 3.2.1 设 ,为 集合 X 上 的 代数 或 v 代数 ( 当 以 是 代数 时 , 则 假定 
下 述 各 点 的 结论 中 所 涉 之 集 均 属于 “0 ,Ap 为 以 上 的 测度 . 

(1) (有 限 可 加 性 ) 若 Εντ Εν 为 /中 两 两 不 交 的 元 素 , 则 μ(0Ε,)- 
SE); 

(2) (单调 性 ) 若 下 ,FE.y 且 ECF, 则 (已 ) 委 LOCFE); 


(3) ( 减 性 ) 着 E,FEwW,ECF 有 yx(F)<+%o, 则 yjy(F\E)=y(F)- 
μ(Ε): 


(4) (次 可 列 可 加 性 ) 车 E,E An=1,2,…), 则 (UED)<Sp(E,); 

(5) (下 半 连 续 性 ) 车 Ε, 4 , 则 p(limE,)= limp(E,); 

(6) (上 半 连 续 性 ) ΒΕ, 4 , 且 存 在 n。 EN {ΕΒ μίε, } «15ο, ΜΙ 
A(limE,)=limp(E,); 

(7) 若 E, EAn=1,2,…), 则 jp(limE,)<limp(E,); 

(8) 3: Ε,Ε Κατ, 2, …) 且 存在 mEN 使 得 w( Ὁ 已 )< + co, 则 
plimE,) limp(E,); 

(9) (连续 性 ) 车 E,€ :Kn =1, 2,…), limEE, 存在 , 且 存在 πιΕΝ 
8 μί Ὁ E,)<+%, 则 p(limE,)= limp(E,); 


(10) 若 E, EKAn=1, 2,…), 且 存在 n。EN 使 得 SAE, )< + co , 则 
A(limE, )=0. 

证 我 们 只 证 明 (1 一 (5) ,其 余 (6) 一 (10) 的 证 明 留 作 练习 . 

(1) 只 需 取 天， = 瓦 ,=…= 亿 ,由 测度 的 定义 即 得 所 证 . 
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(2) 因为 ECF, 所 以 F=EU(F\E), 且 EN(F\NE)= 名 ,由 (1) 及 测 
度 的 非 负 性 ， 
μίΕ) Ξ μ(Ε) Εμ(ΕΔΕ) 3 μίΕ). 


(3) ΜΒ µ(Ε)« Του,ΕςΕ,ΗΙ(2)ΠΙΊΙ μ(Ε}ς +%, 再 利用 jy(F)= 
Aw( 正 )+A(FN\ 五 ) 经 移 项 后 即 得 所 证 . 


(4) 9 Εἰ ΞΕ, Ε, ΞΕΙΝ Ὁ Ενα Ξ2, 3, --),Μ(5,) ἈΠΆΒΞΑΣΤΙ 
集 列 , 且 F,CE,，U,E, = ὈΕ, 于 是 
AUE) = (ΕΞ Du) < Du(E,). 
ο ο ο κ.α 
集 列 , 且 Ε,ΞΌΡι, limE, = U E, = Ὁ Ε,, ΤΕ 


plimE,) - Ὁ μ(Ε,) - Ίπα Ὁ) μίξι) Πο 
ne n=1 προ τ π-»οο = 用 -CO 


$3.3 ”Caratheodory 外 测度 方法 

3.3.1 Caratheodory 外 测度 及 其 产生 测度 的 ο 外 测度 法 

定义 3.3.1 设 ,为 集合 X 上 的 c 代数 ,如 果 函 数 μ᾽ τς ΣΕ’ 满足: 

(1) μ’(Ε)20, ΕΕ) 

(2) μ’(0)-ο: 

(3Θ}ϊ:Ε.,ΕΕΥΗΕΣΕ,Ι μ"ί(Ε}Ξ μ᾿ (F); 

(4) 3, Ε «4-12, “ἡ),ϊ μ (0 Ε,) < Dp (Ε,). 
那么 称 μ᾽ Ἢ /上 的 外 测度 . 

定理 3.3.1 (C 外 测度 法 ) 设 y' 为 o 代数.XAX) 上 的 外 测度 , 令 

of 二 IE | Ε 6 Ο.Χ Χ), 
ΗΥΤΕΧΧ) ΒΗ μ᾽(Τ)}Ξ μ᾽(ΤῃΠΕ)1μ᾽(Τῃ ΕΙ, 


则 ο 1 Χ Γή] Ίσα, μ᾿ 在 .ww* 上 的 限制 函数 是 :vr 上 的 完备 测度 . 

证 ”利用 定理 3.1.3, 我 们 分 两 步 证 明 .w* 是 关上 的 o 代数 . 

首先 证 明 .六 是 和 上 的 代数 . 设 下 ,FE , 则 由 x 的 定义 即 知 
EE. ;又 ,对 于 任 一 TE:XX), 有 
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A (TN(EUF)+A (TN(EU EF)') 
= (TN(EU((EFNED)))+A (TNE NF) 
Su (TNE+tp «ΤΩΕ)ΩΕ) Ημ (TNED) NF) 
ο =p (TNE)+rp’ (TNE)= μ(Τ), 
而 由 外 测度 的 次 可 加 性 ,相反 的 不 等 式 恒 成 立 ,从 而 下 UFE:7 . 
其 次 , 设 (E, ) 为 /中 两 两 不 交 的 元 素 所 成 之 序列 , 往 证 UE,€ .7 , 即 
证 明 
2 (Tu (TNUE) + A (TN(UE)), ΤΕ ΑΧ). 
为 此 ,注意 到 在 所 设 (E, ) 的 条 件 下 ,有 
eTNVED) = Dp TNE) (τν αν πη, 
事实 上 , 当 n=1 时 上 式 显然 成 立 . 假 设 = m 时 上 式 成 立 , 则 当 n=m+1 


mtl m+l 、 7 
时 ,由 于 Εμ 3 H(OU ENE,, 三 下 +1， (U ED NE,, =UE,, 因 
此 


(TNUED)= μπι) Εμ) τμ «τη Ὀ ει) ῃ Εν) 
πμ (Τη Εμ) + (TNUE,) 


τμ (ΤΩ Εμ) Du (τη Ει) 
ἐ-1 


= Σα (TNE,), 
从 而 由 数学 归纳 法 可 知 上 式 对 任 一 自然 数 均 成 立 . 


此 外 ,由 于 已 证 是 代数 ,因此 U πο 2,…), 于 是 对 于 任 一 
Τε Ο(Χ)Ἠ 


μμ (TNUE) τμ σα (UE)®) 


Αμ (TNUE) + σΩ(ῶΕ) 
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-YeTnEJ+TnOOEDJOD (n=1,2,), 
k=1 "1 
对 上 式 两 端 令 n 一 0 ,得 


ΠΣ 


:μ᾿(ΤΠΏΕ}1μ᾿(ΤῃΠ(Ο ΕΟ. 


至 此 ,我们 证 明了 :x 为 o 代数 . 
以 下 证 明 μ' 在 .上 的 限制 函数 ( 仍 记 作 μ᾿ ) 为 完备 测度 ， 
设 (E, ) 为 o 代数 ν᾽ 中 两 两 不 交 的 元 素 所 成 之 序列 , 则 在 已 证 不 等 式 


oo 


A (TD) Du (TNE)+p (TN(UE,)) 


n= 


中 特别 取 工 = Ὁ Ε, € : , 即 知 p* 在 ο” 上 的 限制 函数 满足 
μ (0 Ε,) 3 Dp (E,), 


而 相反 不 等 式 恒 成 立 , 于 是 jy 在 9 上 具有 可 列 可 加 性 ,至 于 测度 定义 中 的 
其 他 条 件 与 外 测度 定义 的 相应 条 件 相 同 , 这 就 说 明了 μ᾿, 上 的 测度 . 
现 设 EE 且 py*(E)=0, 任 取 FCE, 则 对 于 任 一 TE: 对 X), 有 


(TEp (TNF)+p (TNF) 
<p (Prtp (TE (E)+t p(T)= py* (T), 


所 以 上 式 成 为 等 式 , 此 即 说 明 FE a ,也 就 证 明了 测度 μ᾿ 的 完备 性 . 
至 此 定理 证 毕 . 


3.3.2 测度 空间 的 扩张 


定义 3.3.2 ἸΧ(Χ,οή, μι)ππ(Χ, ο, μι) ἌΡΤΟΝ ΕΞ, Β 4 CC 
Η. μ; Ἐξ μι 的 延 拓 , 则 称 (X, pa) 为 (X, ,pi ) 的 扩张 . 

定理 3.3.2 设 .为 集合 X 上 的 代数 ,w 为 ,x 上 的 测度 ,定义 yy" :ΧΧ) 
一 及“ ， 


μ(Ε) = inf{ Σ1µ(Ε,) 1 ΥΕ, € hn 112, -), UE, ΕΙ Ε Ε AX), 
n=1 ΩΝ 


则 (1) 3 沉 X) 上 的 外 测度 ( 称 之 为 由 µ 导出 的 外 测度 ); 
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(2) 由 C 外 测度 法 所 得 测度 空间 (X，~ ,yp ) 是 (X,Y,p) 的 扩张 . 
证 (1) 由 yy” ΕΧΕΙ μ᾿ 是 .多 X) 上 的 非 负 函 数 ;又 因为 .wy 为 代数 ， 


所 以 可 取 EE, Ξσε .An =1,2,…), 则 有 0 过 (2) 声 NE,) - = 0， 
从 而 (名) = 0. 
其 次 , 设 , FE;AX),ECF, 则 


{NA(ED) I ΥΕ, € An = 1,2,.), UE, DE 
πε] ΚΝ 


DIE )1VYE € An 1, 2, --), UE, ῬΕἰ, 


从 而 由 μ᾽ 的 定义 即 知 jy* (Ε)ςκμ" (Ε). 
最 后 , 设 Ε,ς.Χχ)λ(ητσι, 2,…), 往 证 


μ (UE,)< ΤΕ). ~ 


车 存在 nEN 使 得 jy*(E,)=+% ; ΜΑ 术 不 等 式 显 然 成 立 , 故 下 设 
Ap (EUJ<+cn=l2,…) 由 /的 定义 ,对 于 任 一 e>0 以 及 EN, 存 
在 Εώς ρ-1, 2,…) 使 得 


ΒΕ Ες, ΣΙ ΜΕΣ} < (Ε, ) + 方 


于 是 Ὁ ΕΡ̓ῬΌΕ,,Β 


n, ΣΕΝ 


μ (UE) Σ) (EW) = DOONEY) < > (Ε,) τε, 
n=1 


n, 类 EN n=1] k=1 
Η ε20 的 任意 性 即 得 μ᾽ 的 次 可 列 可 加 性 . 
(2) 首先 证 明 «Κο , 即 往 证 : 若 EE.Y, 则 成 立 


x TD) 之 Ap (τη Εβ)εμ (TNE), ΤΕ:ΧΧ). 
ἅ μ᾿ (Τ)- + co, 则 上 式 显然 成 立 , 故 下 设 μ’ (Τ) < + o ,于 是 对 于 任 
一 >0, 存 在 EE, E .An =1,2,…) 使 得 
UE, ST, Du(E,) «μμ (τε. 


注意 到 ,y 为 代数 , 且 w 为 上 的 测度 ,因此 ENE,,E* 站 E,Ew, 且 
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μ(Ε,) = (EME,)+A(E NE,) (n= 1,2,.). 
又 因为 
U(ENE)= ENUE, JDEUT, 
U(E NE)= ENUEIENT, 
所 以 
μπαμ (TNE) 


<» γμ(Ε ΠΕ, ΠΠ ΠΕ, 
= (AENE,)+A(E (NE,)) 
n= | 


= OE,) < μ”(Τ)ε, 
n=1 


再 由 s >0 的 任意 性 即 得 所 证 . 
其 次 证 明 ./ 上 的 测度 μ᾽ 是 上 的 测度 µ 的 延 拓 . 
设 EE /由 A 的 定义 ,车 取 E, = EE, = 名 (n =2,3,…), 则 有 


μ᾿ (EF) 二 py(E); 2 ΥΠ, ΣΕ, € .A(n=1,2， “UE,DE, 则 U(E 
NE,)= EN UE,= EE ENE, EMAn=1, 2，…) ,于 是 


µ(Ε)« Σ]µ(ΕΩΕ,)ς Σ)μ(Ε,), 
π-ὶ n=1 


再 由 py” 的 定义 即 得 jy(E) 志 (EE). 从 而 证 明了 jy(E)=p*(E). 

至 此 定理 证 毕 

推论 .DTS(0, 且 (X,SC0 ,pn' ) 为 一 测度 空间 . 

定理 3.3.3 若 以 是 X 上 的 代数 ,y 为 /上 的 有 限 或 o。 有限 测度 , 则 在 
SG 上 存在 且 只 存在 一 个 测度 μ᾿ 使 得 (X,S(c0 ,py” ) 是 (X， wp) 的 扩张 . 

证 由 定理 3.3.2 及 其 推论 可 知 ,(X,S(s0 ,Ap ) 是 (XX, yy) 的 一 个 扩 
张 ,因此 我 们 只 需 证 明 “ 扩 张 " 的 惟一 性 . 以 下 只 在 “jy 为 .WY 上 的 有 限 测度 " 假 
设 下 加 以 证 明 , 而 "jy 为 /上 的 co 有 限 测 度 " 条 件 下 的 证 明 留 作 练 习 . 

设 (X,S(),v) 是 (X,wy, yp) 的 男 一 个 扩张 . 令 


:ΙΕΙΕΕδίω, vy(E) = μ”ίθ)ι, 


yr 


(στ Ἔσν Ἕν ΕΠΙ 12 I {επι τ 
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则 显然 有 2CS(s0) . 另 一 方面 , 任 取 9 中 的 单调 序列 (EE, ) ; 则 limEE， Εϑδίο); 
又 由 为 .Ww 上 的 有 限 测 度 可 知 ,y 与 yj 均 为 S(w) 上 的 有 限 测 度 , 于 是 
v(limE,) = limv(E,) = πιμ᾿ (Εν) Ξ μ΄ (limE,), 
此 即 说 明 {πα Ε, E93, 从 而 2 是 XX 上 的 一 个 单调 族 .注意 到 ,由 于 οὐ 为 代数 且 
WC9, 故 由 定理 3.1.5 可 知 (ο) =M(w)C2. 由 此 证 得 S(Cw)= 9, 即 在 S(.2) 
上 测度 v 与 kw” 相等 , 亦 即 (X,S(s 坟 ,vy)=(X, S(2), μ᾽). 
定理 3.3.4 设 ww 为 X 上 的 代数 ,y 为 .xw 上 的 有 限 或 o。 有限 测 度 ,y* 是 


由 jy 导出 的 尼 X) 上 的 外 测度 ,wz 是 由 C 外 测度 法 所 得 的 μ᾽ 可 测 集 全 体 , 则 
对 任 一 EEs ,存在 4,BES( 力 使 得 ACECB 且 


μ (ΕΛΑ) = p(B\E)=1°(B\A)=0. 


证 由 定理 3.3.2 推论 ,S()Cw . 

(1) 若 wp 为 % 上 的 有 限 测度 , 则 μ᾿ Ἢ υ' 上 的 有 限 测度 ,于 是 jy* (Ε)« 
Εοο(ΕξΕ.).Η μ 的 定义 ,对 于 任 一 nEN, 存 在 El Ek =1, 2,…) 满 
足 


ΒΕ ΘΕ, ΣΕ.) < p' (E)+ 二 
. k=1 
现 取 B= NUE, 则 BES(s/) ,BE, 且 
Ap (E)S p(B)Ep (VUE) Sp’ (EW)= με) 
ἐ-ι k=1 


«μα (n=1,2,.), 


由 此 得 py" (E)=jy*(B)< +%, 从 而 有 
pmp (BA\E)=Am(B)-A (CE) = 0. 

由 上 述 已 证 之 结论 可 知 ,对 于 EEw' (ΜΑ ΕἿΕΩΗ μ᾽ (EC)< 

+ oo) ,存在 GES(o) 满 足 : 
GOFE Hx’(G\E)=0. 

注意 到 ,G \ E = \G GCCE 且 GES(s) ,于 是 令 4= Gr 即 得 所 需 之 
A. 

(2) 若 j 为 Ww 上 的 oc 有 限 测度 , 则 μ᾽ Ἢ ὧν 上 的 e 有限 测度 ,于 是 存在 


Ε,Εω' 使 得 jy" (E,)<+o0(n=1,2, ΠΒ ΌΕ, ΞΧ. 由 此 可 知 ,对 于 


EEw ， 
μ («ΕΠ Ε)καμ”(Ε) «οὐ; 
μ (ΕΕ, Κμ(Ε,)« κο (n= 1,2, "''). 
故 由 上 述 (1) 的 证 明 可 知 ,存在 B, ,GES(w) 满 足 
ΒΙΌΕΠΕ,,0-Ξ μ (Β.Λ(ΕΠ ΕΙ) μμ (Βλ Ε): 
6. ΕΠΕ, θΞ μ΄ (6, Λ(Ε ΕΙ) μμ" (αλ Εὐ). 


现 取 日 = Ὀ., Α- (Ὦ οι) , 则 容易 验证 此 Α. Β 满足 所 需 之 条 件 . 
至 此 定理 证 毕 . 
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Ἐξ 多 表示 R 中 形 如 
(α, 5],(a,+oo)， -oo 委 a 委 <+oo 
的 区 间 全 体 . 称 S(F) 为 Borelo 代数 ,一 般 记 $ (ΘᾺ 8, 中 的 元 素 称 为 Borel 
集 . 由 于 
(a,6) =U(a,b- 1], 
1 


n=1 


故 开 区 间 (a, ὀ)εθ,λΠῖ Ε Εμ” Π.Ο, 型 集 以 及 下 型 集 都 是 Borel 
集 . 

易 知 ,由 R 中 的 全 体 开 集 生成 的 o 代数 与 S(8) 一 致 

一 般 地 ,我 们 有 如 下 定义 . 

定义 3.4.1 设 久 为 拓扑 空间 ,名 为 XX 中 全 体 开 集 所 生成 的 ec 代数 , 则 
称 ὦ ΤΚ ΧΗ Borel 集 . 

由 定义 即 知 ,拓扑 空间 中 的 开 集 、 闭 集 、F, 型 集 、G; 型 集 均 为 Borel 集 . 

设 g:R 一 R 为 非 减 右 连续 函数 ,定义 m,:K(D) 一 [0, + 0]， 


πιε(ία, ὁ]) = α(ὀ) ~ (α), 
ms((a, +co)) = g(+ ο) - g(a), 
其 中 
-οοςκαςῦὺςκοου,ρ(4οο):- lim ία), 
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m, (UL) = Sm (1), LE€EF, LN T= (34), 
151 τι 


则 可 以 证 明 :m。 ἘΞ Κί΄2) ΕΒῃ σ 有限 测度 . 

由 于 πι, 是 K(F) 上 的 co 有 限 测 度 , 于 是 mm, 可 延 拓 为 :yw* (此 处 记 作 ο) 
上 的 完备 c 有 限 测度 (习惯 上 仍 记 作 mx, ,而 将 πι, 只 视 作 相 应 的 : 汉 R) 上 的 
外 测度 ), 并 称 之 为 由 函数 g 导出 的 L-S 测度 ,Y, 中 的 元 素 称 为 L-S 可 测 集 . 
因为 ὥς ,所 以 及 上 的 Borel 集 均 为 L-S 可 测 集 .特别 地 ,车 g(x)=x, 则 
记 mg = m ,并 称 之 为 Lebesguc 测度 ,此 时 zz, 中 的 元 素 称 为 上 可 测 集 ,通常 记 
ΜΗ αι. 

例 设 lal 为 R 中 的 单 点 集 , 则 


m1al)= πι (πα - 1/n, a]) = limm,((a -ln αἲ) 
= lim(g(a) - βία - 1/π)) - βία) - g(a -0); 
ms([a, 6]))= πι.(]α} U ία, ὁ]) = οι (τα) 8 m,((a, δ]) 
= g(6) - g(a -0); 
me((a, 6))= m((a, 6] -- 191) = m,((a, 6])- g(161) 
= g(b -0)- g(a); 


ms([a, pb))= ;ι.((α, b)U fal) = ma((a, 6))+ m,(la!) 


= g(6 -0)- g(a -θ). 
特别 地 ， 
m(lal) = 0; 
πι((α, pb) = m([a, 6))= m((a, ϐ)) = m([a, ϱ]) - ὐ-α. 


定义 3.4.2 设 汝 是 R 中 的 Borel 集 全 体 组 成 的 o 代数 ,yw 是 上 的 测 
度 , 且 在 任 一 有 界 集 上 取 值 有 限 , 则 称 y 为 (R 上 的 )Borel 测度 ,此 时 色 中 的 
元 素 称 为 R 上 的 Borel 可 测 集 . 

定理 3.4.1 Β 上 的 Borel 可 测 集 必 为 L-S 可 测 集 , 即 任意 给 定 R 上 的 
Βοτεί 测度 jy , 必 存 在 非 减 右 连续 实 值 函数 g:R-~ 尺 ,使 得 由 g 导出 的 测度 xm， 
与 人 在 和 多 上 相等 . 

证 我 们 只 给 出 函数 g 的 构造 , 令 
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| μί(ο, xj), ο. € (0， 十 co ) ， 
g(r) = 0， πΞ0, 
μία. 0), τ ε(- οο, 0), 


其 余 的 详细 论证 留 给 读者 完成 . 
定理 3.4.2 设 (及 ,2 ,ms ) 为 一 测度 空间 ,ECR, 则 EE 4 的 充 要 条 件 


是 下 述 之 一 成 立 : 
(1) 对 于 任 一 e >0, 存 在 开 集 G ,使 得 
ECGHm,’(G\E)<e; 
(2) 对 于 任 一 。 >0, 存 在 闭 集 下 ,使 得 
ΕςσΕβΒπι, (ΕΔΕ) «ει ᾿ 
(3) 对 于 任 一 es>0, 存 在 闭 集 已 与 开 集 G ,使 得 
FECECGEHm(G\F) < si 
(4) 存在 F, 型 集 F Πο, 型 集 G ,使 得 
FCECGHm,(G\F)=0. 


(ΠΒ, "ΕΕ, 时 上 述 (1)、(2) 中 的 外 测度 六 “就 是 测度 »ι,.) 
证 我 们 只 证 明 充 要 条 件 (1). 其 余 留 作 练 习 . 
必要 性 . 设 EEz 且 mm.(E)<+%, 则 对 于 任 一 e >0, 存 在 E, EK(7) 


(n 二 1, 2,…) 使 得 
UE, DE, Sm (E,) < nl(E)+ 5 

注意 到 K( 刀 中 的 元 素 均 可 表 为 子 中 有 限 个 元 素 的 并 集 ,从 而 U E, 必 可 表 为 
可 数 个 左 开 右 闭 的 有 界 区 间 的 并 集 , 记 之 为 册 (as, ο ] ΒΒ 

Σ(α(δι) -είαι)) = Σ)πι.((αι. δι 1) = Σ)πι.(Ε,). 

k-1 大 = 上 n= 
于 是 有 

Ua, b. 1 5. Ε, Ὁ ρει (a, bi]) < πι,(Ε) + 5. 


由 于 g :RR 为 右 连 续 函 数 , 因 此 存在 δ, 20 使 得 
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gl(b + ὃι) « ρίὂι) 1 (k= 1,2, …)， 


a 
即 有 
me((ae, δι + δι)) Sm ar, δι t+ δε]) < πιε((αι» ὂκ]) 


+ 5 (k= 1,2,.). 


现 取 G= θα, bs +t δι). 则 开 集 ΩΌΕ,Η 
μι (0) < Dml(ar, b+ 6)) < ον πο 


由 此 即 得 
ma(G\E)= m(G)- πι(Ε) <e. 


ξεν, Ηπι.(Ε}Ξ + co , 则 令 E™ ΞΕεηέ-π, π],Π] Ἠ! ms (E'") 
<+co(z=Ii， 2,…). 由 已 证 之 结论 ,对 于 任 一 。>0, 存 在 开 集 G' 了 DE 


使 得 (ΟΕ) «σε(ατ 1, 2,…). 现 令 G= UG™ , 则 开 集 6Ε, 
且 G\ECU(G"\ Em), 于 是 
m(G\E)< (ο Ε΄} «ε. 
下 证 充分 性 , 设 ΕΕΚ 且 满 足 条 件 (1) , 则 存在 R 上 的 开 集 Ο, 使 得 


ο, Εν, (6, Ε) < (πὰ, “η. 


取 G= 门 G,, 则 Gs 型 集 GEw 0ΦΕ,Β. 
μις (ΟΛ ΕΕ (ΟΕ) «3 (n=1,2,.), 


即 得 wm (GAN\E) = 0, 由 此 可 知 G \ ΕΕ 3 (3Η, 8 3.6), ΜΠΕ - 
G\(G\E)EY,. 
推论 任何 L-S 可 测 集 必 是 某 个 已 型 集 (或 G; 型 集 ) 与 L-S 零 测 集 之 并 
集 (或 相应 之 差 集 ). ( 试 比较 定理 3.3.4). 
习 题 
1. 设 /是 集合 X 上 的 一 个 非 空 集 族 ,证 明 :.y 为 代数 的 充 要 条 件 是 若 E, FE 以 则 
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Ε., ΕΠΕΕ 
2. 设 光 是 集合 X 上 的 代数 ,证 明 :,> 为 ce 代数 的 充 要 条 件 是 若 E, € n=1,2,…)， 


有 ENE,=2(i#)), 则 UE, Ew 

3. 设 人 是 集合 X 上 的 一 个 非 空 集 族 ,证 明 ， 

(Ὁ ΚΟΑ 的 最 小 代数 ; 

(2) 86216618: {9887 σ 代数 ; 

(3) 569 =S(K(D)). 

4. 证 明定 理 3.2.1 中 的 (6) ~ (10). 

5. 设 / 为 : 式 X) 上 的 外 测度 ,为 X 上 的 代数 ,证 明 : 车 μ᾽ 在 以 上 满足 有 限 可 加 
性 , 则 p* (在 /上 的 限制 ) 为 ./Y 上 的 测度 . 

6. 设 py" 为 XX) 上 的 外 测度 ,是 由 C 外 测度 法 所 得 的 全 体 "可 测 集 ,证 明 : 对 于 
任 一 EEAXX), 若 pp'(E)=0, 则 ΕΕ”. 

7. 设 w 为 叉 X) 上 的 外 测度 ,a 是 由 C 外 测度 法 所 得 的 全 体 ”可 测 集 ,(E, ) ἈΠ 


两 不 交 的 μ᾿ ΠΊΝΘΕΡΙ,Ε, CC E,(n = 1, 2,…), 证 明 :py* (1) Ε,) = Sj (F,). 
μπι π-ἰ 


8. 设 .Y 为 集合 X ΕΗ, ΕΙΣ, μ᾽ 是 由 导出 的 : 沪 多 ) 上 的 外 测度 ， 
证 明 : 

(1) 对 于 任 一 ECX ,存在 BES( :使 得 BDE Ημ (Β)- μ’ (Ε). 
(2) 对 于 X 上 的 任 一 单调 增 集 列 ( E, ), 均 有 limp* (E,)= μ (πι). 

9. 设 .x 为 集合 X 上 的 代数 ,y 为 .Y 上 的 e 有 限 测度 ,mw* 是 由 jy 导出 的 式 X) 上 的 外 
测度 ,ECX 且 y" (EE)>0. 证 明 : 对 于 任 一 8€ (0,1), 存 在 AE .xy, 使 得 

:uA)<pu’ (ANE). 
10. 设 ECR,zoER, 记 
xzo+E:= {xo+rlzrE€ Εἰ, 


证 明 :m (ποτ Ε) απ “(EE).《 此 结论 即 所 谓 Lebesgue 外 测度 的 平移 不 变性 . ) 
11. 设 zoER, 证 明 : EE€ (αι +E)EYX. 
12. 证 明 :; 由 R 中 的 全 体 开 集 生成 的 a 代数 汉 与 S( 沪 一致. 
13. 证 明 : 任 给 a€ [0, 1) ,存在 [0,1] 中 的 无 处 稠密 的 完全 集 Ε 使 得 (EE)= α. 
14. 证 明 :(1) R 上 的 了 可 测 集 全 体 所 成 之 集 族 4 与 :7 (R) 等 势 ， 
(2) 及 上 的 Borel 可 测 集 全 体 所 成 之 集 族 25 R 等 势 . (由 此 说 明 ὑΝ ἀπε) 
15. 证 明 :R 上 的 Borel 可 测 集 必 为 L-S 可 测 集 . 
16. 设 (R,4，m ) 为 一 测度 空间 ,ECR ,证明 :EE x 的 充 要 条 件 是 下 述 之 一 成 立 : 
(1) 对 于 任 一 。 >0, 存 在 闲 集 下 ,使 得 FCE 且 m (Ελ Ε)«ε: 
(2) 对 于 任 一 。 >0, 存 在 闭 集 下 与 开 集 G ,使 得 FCECG 上 且 m (GANF)<e; 
(3) 存在 Ε, 型 集 F πο, 型 集 G ,使 得 FCECG 和 且 m,(G \F)=0. 
17. 设 (X, xx) 为 测度 空间 (其 中 ΗΒ), 为 由 μ 导出 的 外 测度 . 又 设 测度 空 
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ΠΒ (Χο ,Ap ) 为 (X,Y,p) 的 扩张 , 记 py" “为 由 "(作为 % 上 的 测度 ) 导 出 的 外 测度 ,证 
明 ;y"" τμ (此 处 的 py.' 视 作 深 XX) 上 的 外 测度 ). 
18. 设 (X, ο py) 为 有 限 或 o。 有限 测度 空间 ,其 中 x 为 o 代数 ,(X,wW' ,pn" ) 为 由 C 外 
测度 法 所 得 的 (X ,sz) 的 扩张 .又 记 为 所 有 yx 零 测 集 的 全 体 子 集 所 成 之 集 族 , 令 
wwUnNn:=IAUWIAE wwWEnNI!, 


且 在 WUQ 上 定义 集合 函数 vy:v(AUW)=jp(A). ΠΕΒΗ.:(Χ,ελ)Ω,ν)-(Χ, ,pp ). 
19. Κας X 上 的 代数 ,DCX, 令 
ΦΩΗΕΙΞΙΑΩΏΡΙΑΕ «ΑΙ. 


证 明 :(1) wD 为 D 上 的 代数 (车 wy 为 o 代数 , 则 .x 人 MD 也 为 c 代 数 ); 

(2) SmD=SCsmnD); 

(3) 车 DE .wp 为 ww 上 的 测度 , 则 在 .x 门 D 上 的 限制 jw 为 ΠΡ 上 的 测度 ;车 记 
μ 为 由 导出 的 尼 X) 上 的 外 测度 ,xp ' 为 由 µυ 导出 的 浪 DD) 上 的 外 测度 , 则 μυ" Ἢ μ᾽ 
在 信 D) 上 的 限制 函数 ; 

(4) 车 j' 为 怨 X) 上 的 外 测度 ,wr' 为 由 C 外 测度 法 得 到 的 μ᾿ 可 测 集 全 体 ,DE .ww ， 
记 pm 为 p' 在 红 D) 上 的 限制 ,wo "为 由 C 外 测度 法 得 到 的 yp *' 可 测 集 全 体 , 则 ορ” = 
x (ND. 

20. 设 x 是 X 上 的 代数 ,p 为 x 上 的 co。 有 限 测 度 , 则 在 S(.w) 上 存在 且 只 存在 一 个 测 

ΒΕ μ' [ΕΊ8(Χ,δ(-),μ᾽)Ε(Χ.ω, μ) ΓΚ. 
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定义 4.1.1 设 (X,w) 为 一 可 测 空间 ,EE οὐ, {ΕΕ . 若 对 于 任 一 
αΕΚ, ΠΗ Γ'(ί(α, τοο1)Εω, ΠΕ ΓΕ 上 的 以 可 测 函 数 ,或 称 了 在 E 上 
可 测 , 在 不 至 于 引起 混淆 的 前 提 下 ,就 称 {ΤΕΕ 上 可 测 . 

显然 , 若 在 EEw 上 f(x) 二 co(coER' ), 则 了 在 E 上 可 测 . 

习惯 上 ,我 们 记 E(f>a):= f/f"'((a,+%]), 至 于 记号 E(f 之 a)， 
E(f<a),E(f 二 a) 的 意义 是 自明 的 . 

定理 4.1.1 设 (X,%) 为 一 可 测 空 间 ,EE οὐ, {Εκ , 则 下 列 四 个 命 
题 等 价 : 

(1) ΥαΕΒ.Ε([»α)Εω, 

(2) αΕΒ:Ε([Ξἑα)Ε wy; 

(3) VaER:E(f<a)E€E ω; 

(4) ΝαξΕΕ:Ε(/Κα)λε-. 

证 (1) 二 (2). 注意 到 wy 为 o 代数 , 故 由 


E(f>a)= f(a, τ οο]) = 广 (人 (二 ,+oo]) 


= 月 广 ((e -二 ,+co) = 内 E(f > 4a- 起)， 


即 得 所 证 . 

(2) 二 (3). 同 理 , 由 x 为 o 代数 以 及 

FE(F<a)= 广 :([- %,a))= 广 ([a,+col) 
= ( 广 ([ae,+co))C = (Ε(/α)):, 

即 得 所 证 . 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 (3) 二 (4) 二 >(1) ,不 再 著述 . 

定理 4.1.2 设 (X,.2) 为 一 可 测 空间 ,f:X 一 R”, 则 

(1) 集 族 Q:=1B|BCR* ,ff (Βλ εκ Γή σ 1088, 

(2) 车 f 在 X 上 可 测 , 则 Q2r( 此 处 的 τ 表示 R" 上 的 全 体 开 集 ). 由 此 
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可 知 ,f 在 X 上 可 测 的 充 要 条 件 是 对 于 任 一 开 集 VEr, 均 有 ff '(V)E.i; 
(3) 若 ΓΊΕΧ 上 可 测 , 则 Q 必 8( 此 处 的 .4 表示 Β᾿ 上 全 体 Borel 集 ); 
(4) 若 g {ΕΒ ΙΓ Borel 可 测 ,f 在 X 上 可 测 , 则 g。f 在 X 上 可 测 . 

证 ()ΥΒΕΩΙΝ Γ'(Β)-(Γ'(Β}Ε.,Β ΒΕΩΙ ΧΗ Β,ΕΩ 
(αΞ 1,2) γ᾽! (ὈΒ)-Ὀγ',Ε.,ΒΌΒ, Εα. 这 就 证 明了 
(1). 

(2) 对 于 - ceo 委 c<<p 委 +co, 有 (a,0)=[-o0) (e+co], 于 是 由 定 
理 4.1.1(1)、(3) 可 知 (a,b5)E0. 注意 到 R 中 的 开 集 均 为 至 多 可 数 个 诸如 
[-eso,a),(a,+ee] 以 及 (ea,b) 这 些 类 型 区 间 的 并 集 , 由 上 述 已 证 之 (1) 即 得 
(2). 

(3) 注 意 到 24 ΒΞΗ τ 生成 的 o 代数 ,而 由 上 述 (1) (2) 知 Q 是 包含 t 的 c 
代数 ,由 此 即 得 (3) . 

(4) 对 于 任 一 VEz, 则 g'(V)E8, 又 由 (3) 知 ,(g。f)!(V)= 
广 (g '(V))Ewy, 于 是 由 (2) 即 得 (4). 

推论 1 设 (X,r) 为 一 拓扑 空间 ,为 X 上 的 o 代数 ,上 且 Dr, 若 τ. 
X 一 R" 连续 , 则 ff 在 X 上 (Borel) 可 测 . 

作为 特例 , 若 X =R, 则 R 上 的 一 切 连 续 函 数 均 为 R 上 的 上 可 测 函 数 ; 
FEF(E€ 4) 上 的 一 切 连 续 池 数 均 为 上 的 上 可 测 函 数 . 

推论 2 设 Y 为 R 上 的 上 可 测 集 全 体 , 则 R 上 的 一 切 单调 渔 数 均 为 R 上 
的 工 可 测 函 数 ; 下 (GEY) 上 的 一 切 单调 函数 均 为 下 上 的 革 可 测 函 数 . 

引 理 1 (1) 若 了 在 EE. 上 可 测 , 则 ΓΥ͂ΕΕ 的 任 一 可 测 子 集 上 可 测 ; 

(2) 车 f 在 EW 上 可 测 (i=1,…,n), 则 了 在 UE; 上 可 测 . 

由 定义 即 知 引 理 1 成 立 , 故 证 略 . 

引 理 2 设 f 和 g 都 是 EE 以 上 的 可 测 函 数 , 则 Ε(Ρ»ρ)Ε.ν. 

证 事实 上 , 记 Q= 1x,|, 即 有 


E(f>g)=U(E(f>r Ες) Ew 
定理 4.1.3 设 / 和 g 都 是 EE /上 的 可 测 函 数 , 记 
Eo:= [E(f =+ oo) NElg - ΟΤΕ =-%)N Ε(α -» οὐ], 


则 下 列 函 数 均 为 上 的 可 测 孙 数 
(lef: (ο (ασ): ε(α) (cER'); 
f(x)+g(r), rEE\E,, 


πο. αξΕο: 
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1 . 
ο - 当 {(α)50, 
co， 当 f(z)=0; 
(4)f"g:(f"g)(r):= f(r) g(r); 
(SY) FI ΙΤ) 1Ξ 11)!” (pELO,+%)). 
证 (1) 对 于 任 一 a ER, 首 先 ,由 E(-f>a)=E(f<-a)€ wy 可知 
一 了 在 EE 上 可 测 . 
其 次 , 若 c=0, 则 cf 在 E 上 恒 为 零 ,cf 在 EE 上 显然 可 测 . 


ἃ εΕ(0, 1ο), Ε(ογ»α)-Ε{/»:}Ε.4438ε- »55,ΒΙ 


- 99, ας Ε(/ς0), 
(αβ) (1) = 0， xzE FF=0)， 
+oc，zEECF>0)， 


利用 引 理 1(2) 可 知 cf 在 巨 上 可 测 . 从 而 , 当 cE(0, + ce] 时 cf 在 已 上 可 测 . 
着 cE[ 一 0,0), 则 由 cf= 一 (一 cf) 以 及 已 证 之 结论 可 知 cf 在 EE 上 可 
(2) 记 
Ει = (E(f =+ %)U El(g =+ %))\Eo, 
Ε; = (E(f =- %)U El(g =- %))\E,, 
Εν-(Εί-οοςΕ-«!-οο)ῃ Εί- οὐ « ϱ«!οο), 


则 易 知 EE Mk=0,1,2,3), 有 UE, ΞΕ. 由 于 /+g 在 Eo,E, 与 下 上 的 

取 值 分 别 为 co, + co 与 - oo ,因此 f+g 在 E(k=0,1,2) 上 可 测 . 此 外 注意 

到 ,对 于 ac,6ER, 由 Ei(a-g>b)=FE(g<a-b), 应 用 引 理 1(1) 可 知 

α- ϱ1ΕΕ, 上 可 测 ; 再 由 FE:(F+g>a)=E;(F>a-~g), 应 用 引 理 1(1) 以 及 

引 理 2 可 知 f+ g 在 Es 上 可 测 . 从 而 ,由 引 理 1(2) 即 知 f+g ΕΕ 上 可 测 . 
(3) 令 


ΜΝ [5 we [~ %,0) Ὁ (0, + ο], 
u 一 


C0， κΞ0, 


ΒΙ η 1ε R'* 上 显然 Borel 可 测 .于 是 ,由 定理 4.1 2(4)ΠΙΑΙ ΣΑ" ΓΤΕΕ 上 
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可 测 . 
(4) 首 先 , 令 (x)= u(xuER’), 与 (3) 的 论证 中 的 理由 相同 ,可 知 广 = 
h*f 在 FE 上 可 测 . 其 次 , 令 


E,= E(f = 0) UE(g = 0), 
E,= {IE(f=- ~)N Eg >OIU 1IE(f=+%)N Είε «0)| 
UIE(f <O)NE(g=+o)U IE >0)N El(g =- %), 
Es= {1E(f =+%)N El(g >OIUIE(f=-%)N E(g «0) 
UIE(f >0) NN El(g=+ oIU IE(F<O0) NE(g =- %)|, 
ΕΞ Ες /ςτοληΕίο« στ), 
则 易 知 EE MNk=1,2,3,4), 有 UF,=E. 由 于 f+g 在 Ei,E, 与 Es 上 的 


取 值 分 别 为 0, -~ co 与 + co ,因此 Γ-ρ1εΕ.(͵-1,2,3) ΕΠΙ . 此 外 注意 到 
ΕΕ, 上 成 立 


fg= 4((f+g) (fF- 8)), 
于 是 由 引 理 1(1) 以 及 上 述 (1) (2) 与 已 证 之 结果 可 知 Τα 在 E, 上 可 测 . 再 


应 用 引 理 1(2) 即 知 {ΤΕΕ ΕΠΑΝ. 
(5) 注 意 到 | 了 1*=( 玉 ,应 用 上 述 (4) 以 及 定理 4.1.2(4) 即 可 证 得 . 
定理 4.1.4 设 (f,) 是 EE 以 上 的 可 测 函 数列 , 则 supf ,inff, ,lim γ., 

πη), 均 为 E 上 的 可 测 函 数 ,其 中 

(5αρ/,)(α) := supl f(z)!, (inf fa)(z) := inf {f(x)!, 
Him/ )(7) := limtf, C7), (limf) (zx) := lim{f,(z)|. 
证 ”对 于 任 一 a€R, 注 意 到 


Είωρ), <a) =- AE(f, <a) En, 
inff, =— sup(— f,), 
limf, = inf supA ， 


limf, =- lim(- Γι), 
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由 此 便 可 逐次 推 得 上 述 四 个 函数 均 在 下 上 可 测 . 
推论 1 /为 EE.wx 上 的 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 


fF := max{f,0},f := πιαχ!- f,0| 


均 为 E 上 的 可 测 函 数 .( 此 处 的 广 , 广 分 别称 为 的 正 部 和 负 部 .) 

推论 2 设 (f,) 是 EE 上 的 可 测 函 数列 , 且 f(x)= limf,(x)(x€E)， 
则 了 为 E 上 的 可 测 函 数 . 

所 谓 EE .上 的 可 测 函 数 上 是 一 个 简单 函数 ,是 指 ΓΕΒ 中 的 有 限 
集 , 即 fz) 只 取 有 限 个 实 值 . 显然 ,f 是 EE 上 的 简单 函数 的 充 要 条 件 是 存在 


有 限 个 两 两 不 交 的 可 测 集 E, 以 及 c ER(i=1,…,n), 使 得 E=UE, 上 且 在 E 
上 成 立 f= > cxs . 
定理 4.1.5 设 / 为 EE .Y 上 的 可 测 函 数 , 则 存在 E 上 的 简单 函数 列 
(φι ) 满 足 
f(z) = lim p, (x), [p(xr)I foz)l ,rEE. 
证 首先 假设 了 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 5 


ένα ε E(S κ δε) = 1,2, «23, 
φ.(α) = 2 
n, αξΕ(Γ), 


nn 三 1,2,…, 则 易 知 (g, ) 为 E 上 的 非 负 简单 函数 的 不 减 序 列 . 下 证 p (1) 人 
f(r)(rEE). 
车 xzEE(f=+00), 则 xEE(f 宇 rn)(n =1,2,…), 于 是 


φι(α)Ξ ηλ 15οο-- f(r). 
Ἐασεεξίοςρς +co), 则 对 于 任 一 EN, 当 nn 这 f(x) 时 , 必 存 在 
ἐξ 11,2,…,n"2" 1 使 得 和 </(z)< 去 , 即 


k-l1 k 
rE€ E(k </< 去 )， 
此 时 φ,(α) σσ ΤΗ 


ος {(α) - φ,(α) < ο. πο ο... 
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由 此 即 知 9, (xz) 人 和 f(x). 

其 次 讨论 f 为 E 上 的 一 般 可 测 范 数 的 情形 . 此 时 ,f= 广 -f/f .由 定理 
4.1.4 推 论 1, 广 与 广 均 为 已 上 的 非 负 可 测 函 数 , 于 是 由 已 证 之 结论 知 ,存在 
Ε 上 非 负 简 单 函 数 的 不 减 序 列 (g, ) 与 (1, ) 使 得 

β.(α)λ γ᾽ (xr)h, (xr) tf (rx),r EE. 
今 
2 = gn Αι = 1,2,.…), 
则 (yg, ) 显 然 为 简单 函数 列 , 且 易 知 | po, | = g, + 4h, ,于 是 有 
| p(x) |= g(r) +h rtf (x)+ fF (xr)=1 1), 
φιία) - β.(α})-Η,(α)-» ff (α) - f(r)= f(r),r EE. 

至 此 定理 证 毕 . 

推论 1 设 f 为 E 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 存在 一 致 有 界 简单 函数 列 (%, ) 
在 Ε 上 一 致 收敛 于 /. 

推论 2 f 为 E 上 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 了 可 表 为 EE 上 的 简单 函数 列 的 
极限 . 
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设 (X ww) 为 一 测度 空间 (其 中 .为 X 上 的 ec 代数 ),ECX, 若 存在 零 
测 集 Ευ 使 得 某 一 命题 或 条 件 在 ΕΛ Eu 上 成 立 , 则 称 该 命题 或 条 件 在 巨 上 几 
乎 处 处 成 立 . 例如 : 

1 若 E(AI<+c)DEAE, 则 称 了 在 巨 上 几乎 处 处 有 限 ,简称 {ΤΕ 
Ε 上 a.e. 有 限 , 记 为 “| f(x)|<+%o a.e. 于 EY”; 

2” 若 E(f=g) 了 DE\ Eo, 则 称 f 和 g 在 E 上 几乎 处 处 相等 ,简称 /和 g 
在 玉 上 a.e. 相 等 , 记 为 f(x)=g(x)a.e. 于 E”; 

3) 4 Ε(/{-Ξ ΕΛ Euo, 则 称 ( 广 ) 在 已 上 几乎 处 处 收敛 于 六 简称 
(ΘΕ Γα.ε.ΚΏΧῈ f/, 记 为 *limf,(x)= f(x) ae 于 巨 " 或 " 广 (z) 一 
f(x)a.e. 于 E”; 

4” 若 EEw,f,f,(n=1,2,…) 为 户 上 可 测 函 数 , 且 规 定 (f, -了 )(x)= 
0 后 廊 (z) = f(x), 若 对 任 一 o>0 有 


πιμ(Ε(! f -fl>o))=0, 
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则 称 (, ) 在 已 上 依 测度 收敛 于 广 记 为 “ 广 (z) 一 zxz) 于 巨 " 或 " 广 (z)FCz) 
于 E”. 

定理 4.2.1 设 (X,.w,y) 为 一 测度 空间 ,(f) 为 EE 以 上 的 可 测 函 数列 ， 
车 上 的 函数 为 (f ) 的 α. ο. 收敛 的 极限 函数 , 则 存在 上 上 的 可 测 函 数 g， 
使 得 f(z)= g(x) ae. 于 五 . 

证 因为 lim f(x)= f(z) a.e€. 于 ,而 Ey, 所 以 存在 零 测 集 Εις Ε 
使 得 

limf,(z) = f(z),z € E\E,. 
现 令 
f(x), ας ΕΧΕΙ, 
g(x) -| 
0, ας Eo, 

则 (zxz)=g(x) a.e. 于 E, 且 g 分别 在 Eo,E\ ΕΕ ΕΠΙ, Π ΕΞ(ΕΔ 
Eo)UE,, 于 是 8 在 EE 上 可 测 

推论 若 (X,sw,w) 为 一 完备 测度 空间 , 则 EE .x 上 的 可 测 函 数列 的 α. ε. 
收敛 的 极限 函数 必 为 Ε 上 的 可 测 函 数 . 

定理 4.2.2 设 (X,w,y) 为 一 测度 空间 , f,g,f,(n=1,2,…) 为 EE 
上 的 可 测 函 数 , 且 Τ(α)-»Ρία),,(α)5»ρα(α} Ἑ Ε.Β ία) Ξ (1) 8.6. Ἔ 
Ε. 

证 注意 到 此 时 规定 (f-g)(r)=0Sf(zx)=g(x), 则 由 

[Cf- g(r) lI(f -rr |(g, - (rx)|,r ΕΕ, 

可 知 


Ε[1/-εἰδχ)εε(!!;.-4Ι2-χε}υ Ε[ -gl 去 ) 


因此 


ο ΠΡ. -ἳ 


ΡΕ (4) {(α), Ει(α)ε(α) Ἑ ΕΕ, ΓΕ. 9 n 一 0o, 得 
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μ(Ε(1}-εἰΞ{χ)}-ο (k= 1,2,). 
注意 到 
E(f 关 g) =UE(|f- εἰ 1} 


由 此 即 知 jy.(E(f 关 g)) =0, 亦 即 证 明了 f(x)=g(x) a.e. 于 EE. 
引 理 ” 设 函 数列 (f, ) 在 集合 EE 上 收敛 于 有 限 洋 数 f, 则 对 于 任 一 o>0， 
有 


limE(|f, -fl>0)= 6. 
证 由 假定 , 任 取 xE€E, 对 于 任 一 o>0, 存 在 k=k(x,o)EN 使 得 
[f(z) -fr)|< on = k,k+1,., 
即 
zr ENE(f, -fl<o), 
从 而 
z EU ME(f -HI< 0)- limE(|f, - /|<o), 
此 即 说 明 EClimE(|f, -了 |<o). 又 ,E 沪 lmE(|f,-f|<o) 恒 成 立 . 因 
此 
ΕΞ lmE(|fh -fl<o), 
进而 
limE(|f. -fl>0o)= E\ limE(|f, -fl<o)= ὦ, 
从 而 得 到 limE(| ff| 之 s)=2. 
注 由 上 述 证 明 中 得 到 的 “EE( | /~ /| 之 。) = "其 等 价 形式 为 
lim UE(|f. -fl>0)= ὦ. 


定理 4.2.3 (Lebesgue) ” 设 (X, 以 ,yp) 为 一 测度 空间 ,EE€ ,1(E)< 
+ 0,(f) 为 E 上 的 可 测 函 数列 , 且 (/) 在 玉 上 a.e. 收敛 于 a.e. 有限 的 可 测 
函数 f, 则 () 在 EE 上 依 测 度 收敛 于 了 . | 


证 4 
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E, := EIIAI<+c) 站 ECA 一 亡 ， 
ΠΕΙ,ΕΛΕΙΕ.ν,μίΕΛΕι)Ξ0. 注意 到 ,上 在 E 上 取 值 有 限 , 且 对 于 任 一 
o>0 有 

μ(ὈΕι(1/. {| σ))«μµίΕι) = p(E) <+ %, 
则 由 引 理 以 及 测度 的 连续 性 推 得 
lm (Ei(|f, ~ /15:σ))- 1(2)=0, 
于 是 
lmp(E(|f, {132 σ))ες timp(E(|f -fl20))+p(E\E)=0, 
从 而 
limp(E(|f, ~ Λ}5:σ}}- 0, 


即 得 所 证 . 
定理 4.2.4(Eropos) 设 (X,sy, 4) 为 一 测度 空间 ,EE .Yn(E)<+o%， 
(f) 为 下 上 的 可 测 函 数列 , 且 (f,) 在 下 上 a.e. 收 敛 于 a.e. 有 限 的 可 测 函 数 
了, 则 对 任 一 6 >0, 存 在 Εις vy, 使 得 jy(E\E)<6 且 (f,) 在 EE, 上 一 致 收敛 
Τ {. 
证 4 
El: = E(! fl<+%) NE(f, — η, 


ΜΕ ΕΛΕΙΕ ΜΕΛ ΕΙ)Ξ0. 注意 到 ACED<A(E)<+oco 目 三 在 已 
上 取 值 有 限 , 则 由 上 述 引 理 以 及 测度 的 上 半 连 续 性 推 得 


πμ (UE (1 -用 > 了 = G=1,2,). 


于 是 对 于 任 一 6>0, 存 在 n, EN 使 得 


2 (} - 1,2,…), 


ο ο” 
其 中 <n,1(j =1,2,…). 进而 得 


ΠΗ UE -fl> 了 ))<5. 


58 
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1 3 ἃ ες 1 
Es:= EN\ UUE (I /27)=A A (I -<3), 
则 Ε.Ε 以 即 为 所 求 .事实 上 ， 
μίξλΕι) Ξ μ(ΕιΝΕι) ΕμίΕΛΕιΙ) « δ, 
且 对 于 任 一 e >0, 存 在 jEN 使 得 上 <e, 对 此 j 存在 n, EN, 当 nn 之 n, 时 ,对 
任 一 xEE 均 有 zx€ Πει(]/.-/|«}}'Β 
fn) -fT κε, 


这 就 说 明 (/ ) 在 Ε, 上 一 致 收敛 于 了/. 证 毕 . 
定理 4.2.5(Riesz) 设 (X, wp) 为 一 测度 空间 ,EE€ wy,f,f(n=1, 
2,…) 为 上 的 可 测 函 数 , 且 (f) 在 E 上 依 测度 收敛 于 太 则 存在 子 列 ( 户 ) 在 


Ε 上 a.e. 收敛 于 三 . 
证 因为 f, 二 >f 于 E, 所 以 对 于 任 一 ;EN, 存 在 n; EN(n; 芝 ,1) 使 得 


ο. 


2 
注意 到 > κ(ε(!’. ο ο ου 3.2.1 
(10)) 得 


Φ 


_ pls1 
则 
E\E,= limE (|/, -/f|< 了 |， 
7 
且 易 知 ( 记 ΙΕ ΕΝ ΕΟ 上 收敛 于 }. 事实 上 ,对 于 任 一 zEE\ EE,, 存 在 NEN, 
当 j>>N 时 有 ze 有 (| 万 ο. 
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(ας θα)]«---ο 0 一 oo) 


ΕΠΕ. 
注 以 下 各 例 分 别 说 明 上 述 Lebesgue 定理 与 Eropos 定理 中 的 有 关 条 件 
的 作用 . 我 们 均 在 测度 空间 (了 ,2,m ) 中 说 明 . 

(1)Lebesgue 定理 中 的 条 件 “ 太 为 ae. 有限 ”的 作用 . 

ὅξΣ ΕΞ (θ,1 1, Εντ πχ Π Λία) - limf, (xz)= + oo(z 和 五 ), 且 对 于 
任 一 o>0 有 

Μ(Ε{({ 1, -/|5:σ}}- m(E)=1 (n= 1,2,.…). 

(2)Lebesgue 定理 中 的 条 件 “m( 巨 ) 之 + co" 的 作用 . 

设 Ε-[0, Γ9ο), [χι ΜΙ f(x)= limf,(r)=1(zEE), 且 对 于 任 
一 gE€(0,1) 有 

m(E(|f,- flo))= πι((η, 4 οο)) 46ο (n= 1,2,…). 

(3)Eropos 定理 中 的 条 件 “ mx (E)< + oo” 的 作用 . 

设 E=[0,+ 0),f,= Xt.wi; 则 fr)= πια) 1 ΕΕ). 注意 到 ， 
对 于 任 一 ECE, 若 ΠΛ(ΕΛΕ,)« 15ο, Ε, ΝΕ 中 的 无 界 集 ,于 是 存在 
TEB, NN (n,+%) 使 得 f(z,)=0(n=1,2,…), 此 即 说 明 (了 ) 在 EE, 上 不 
一 致 收敛 . 

(4)Eropos 定理 中 的 条 件 “m(E\ E;)<6” 不 能 改 为 *m(E\ Ε;)Ξ0”. 

Ἡ ΕΞ (0,1) να) τα” Λία} 5 limf,(x)=0(xzEE). 注意 到 ,对 
于 任 一 Εις ΕΣ Μ(ΕΛΕ/) -0, 则 [ 亏 ,1) 站 Es 关 ,于 是 存在 x, ε 


1 、 
[π51}ΩΕ;»λπι 所 (x)> 广 (n=1,2,…), 此 即 说 明 (f,) 在 Ἐν 上 不 一 致 
收敛 . 


$4.3 L-S 可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 


定理 4.3.1(JIysaa) 设 上 为 L-S 可 测 集 正 上 的 ae. 有 限 的 1, 5 可 测 函 
数 , 则 对 于 任 一 86>>0, 存 在 闭 集 Ε,ς ΕΕ ΛΙ(ΕΛΕΙ)«δ Β/ΤΕΕ, 上 的 
限制 是 有 限 值 连续 函数 . 

注 有 时 ,我 们 将 定理 结论 中 的 “f 在 E, 上 的 限制 是 连续 函数 "也 说 成 是 
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“ΕΕ, 上 的 连续 函数 ” ,注意 它 与 所 谓 “f 在 E, 上 连续 "的 区 别 . 

证 首先 ,不 妨 假定 f 为 E 上 的 有 限 可 测 函 数 . 这 是 由 于 mm (Eo):= 
mA(E(|f|=+%))=0, 记 El=E\ Eo, 若 闭 集 E;CE 满足 mm (El \ EE;) 
<5, 则 

mA(E\E)= πι,(Ει Ν Εὲ) Ἐλι.(Εο} «δι 


复 记 El 为 巨 即 可 . 进而 ,由 于 在 变换 g(z) = arctan(Fz)) 下 ,了 与 g 具有 
相同 的 可 测 性 与 连续 性 ,因此 可 以 进一步 假定 ΓΕ 上 的 有 界 可 测 函数 . 以 
下 分 两 步 证 明 本 定理 . 

(1) 设 f 为 E 上 的 简单 函数 , 则 可 记 


f(x) = > oz (χσ).α ΕΕ, 


ων 所 ”为 正中 两 两 不 交 的 可 测 子 集 所 成 之 集 族 , UE = 已， 
ojERCI<， 委 2”). 

由 L-S 可 测 集 与 闭 集 的 关系 可 知 ,对 于 任 一 6 >0, 存 在 闭 集 FCE, 使 
得 

m,(E,\ F)< Ν (j = 1,2 τν). 
记 ΕΞ UF,, 则 Εν 为 E 的 闭 子 集 , 且 
m(E\E,)= ms(U(E, \F,)) = Sm (EF ΝΕ) «δ. 
{5 {δι 


下 证 ΓΕ, 上 的 连续 函数 . 任 取 ος 忆 ,注意 到 F 为 两 两 不 交 的 闭 集 , 则 
存在 jE€11,2,…,n| 使 得 xo。EFF ,上 且 当 i 关 j Β τις Ε, ΗΝ, 1 Ε, 
中 任 一 收敛 于 x 的 点 列 (x ) ,存在 NEN, 当 k>N 时 有 zx. EF ,于 是 由 /的 
定义 有 
[flx) -zol= |a -a|=0,k>N, 

从 而 f 在 E; 上 的 限制 函数 在 ze 点 连续 . 由 zuE E 的 任意 性 , 即 证 得 了 在 
E 上 的 限制 是 连续 函数 . 

(2) 设 了 为 E 上 的 有 界 可 测 函 数 . 由 有 界 可 测 函 数 与 简单 函数 列 的 关系 
(定理 4.1.5 推论 1) 可 知 ,存在 一 致 有 界 简单 函数 列 (w, ) 在 上 一 致 收 伍 于 
f. 由 上 述 已 证 之 (1) 知 ,对 于 任 一 9>0, 存 在 闭 集 ECE 使 得 m, (EN 
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Em)< 夯 , 且 gp 为 Ew 上 的 连续 函数 (n=1,2,…). 现 令 Es: = 介 EW" μὴ 


Ε, 为 EE 的 闭 子 集 , 且 


ms(E\E) = m(U(E\E™M)) < ΣΤ πι(ΕΝ ΕΘ) «δ. 
"= πΞῚ 


注意 到 ECE"(n=1,2,…), 因 此 (gp, ) 显 然 为 E 上 的 一 致 有 界 连续 函数 
列 , 且 在 E 上 一 致 收敛 于 f, 由 此 即 知 f 在 E 上 的 限制 为 有 界 连续 函数 . 
至 此 定理 证 毕 . 
定理 4.3.2(Jlyann) 设 f 为 L-S 可 测 集 E 上 的 a.e. 有 限 的 上 L-S 可 测 函 
数 , 则 对 于 任 一 8>0, 存 在 R 上 的 连续 函数 φ 使 得 
ma(E(f #9)) < 6 ,sup | p(x) [ες sup (αλ. 


若 Ε 为 有 界 集 , 则 可 使 上 述 的 φ 具有 紧 支 集 ( 即 suppl oj := | zjo(z) 天 0 上 
为 紧 集 ). 

证 由 定理 4.3.1 知 ,对 于 任 一 6>0, 存 在 闭 集 ECE 使 得 m,(E\\ 
Es)<6 且 /在 Es 上 的 限制 是 有 限 值 连续 函数 . 又 由 连续 函数 的 延 拓 定理 
(定理 2.3.3) 可 知 ,存在 R 上 的 连续 函数 φ 使 得 


φία) = {αλα € Εε, 
sup | φία) 1= 器 | f(z) [ες sup (αλ. 
由 此 可 知 Ε(/Φ)Ἀ ΕΝ Ε; 的 可 测 子 集 ,因此 
ms(E(f #9)) «- πι.(ΕΝ Εχ) « ὃ. 


若 EE 为 R 中 的 有 界 集 , 则 存在 +>0 使 得 EC(- r,r). 注意 到 下 = 
(-- 吕 ,一 rjULr,+o%) 为 R 中 闲 集 , 且 EF 站 F= 多 ,于 是 由 定理 2.3.3 前 的 
引 理 知 , 存 在 连续 函数 y:R 一 [0,1] 使 得 y(F)= 101,y(E;)= 11. 将 上 述 证 
得 的 g(xz) 蔡 换 为 g(x)'y(x) 即 得 所 求 . 

推论 设 f 为 L-S 可 测 集 E 上 的 a.e. 有 限 的 LS 可 测 函 数 , 则 存在 R 上 
的 连续 函数 列 ( g, ) 在 Ε 上 几乎 处 处 收敛 于 Ρ. 


习 ΒΕ 


1. 设 (X,: 功 为 一 可 测 空间 , 开 E. 北 证 明 : /为 下 上 的 ,y 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 对 于 任 
一 rEQ 均 有 E(f>r)E€E.. 
2. 设 (X , 功 为 一 可 测 空间 ,( 矿 ) 为 下 E 上 的 可 测 函 数列 ,证 明 :( 广 ) 的 收敛 点 集 与 
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发 散 点 集 均 为 可 测 集 . 
8. 设 (X,r) 为 一 拓扑 空间 ,为 X 上 的 代数 , 且 ,:)r, 证 明 :X 上 的 连续 函数 必 为 


X 上 的 .可 测 函 数 . 

4. 证 明 ;L-S 可 测 集 已 上 的 单调 函数 必 为 下 上 的 L-S 可 测 函 数 . 

5. ΕΕ 上 的 有 界 可 测 函 数 ,证 明 : 存 在 一 致 有 界 简单 函数 列 (w, ) 在 Ε Ε 
一 致 收银 于 广 

6. 设 (/ ) 为 完备 测度 空间 中 的 可 测 集 上 的 可 测 函 数列 ,f:E-~>R"' 为 (f, ) 的 a.e. 收 
ΧΗ ΒΕ. ΓΗ. ΓΕ 上 的 可 测 函 数 . 

7. 设 (X,.y,) 为 一 测度 空间 ,EE 以 f,f,(n=1,2,…) 为 E 上 的 可 测 函 数 , 若 对 任 
一 >0, 存 在 上;€ {18 μίΕ - Ε)«δ Β( 1 Ε, 上 一 至 收敛 于 f, 证 明 : 

(1}(}.}1ε Ε ΕΙΚΙΙ ΒΕ ΜΩ͂Ν Ε }; 

(221 Ε ΓΕ 8. ο. ΜΑ Τ 了. 

δ. 设 (X,.7,4) 为 一 测度 空间 ,EE f(z) 之 f(zr) 于 E,g:E>R* ,证 明 : 若 请 (>) 
Ξ-ρία}α.ε.ῬΕί”-1,2,':),} f(r)g(zx) a.e. 于 E. 

9. 设 (X,Y) 为 一 测度 空间 ,EE f(r) 所 f(x) ae. 于 E(n=1,2,.…),H 
(rT)>f(z) 于 E, 证 明 : f(x) 一 f(x) a.e. 于 EE. 

10. 设 /为 L-S 可 测 集 E 上 的 a.e. 有 限 的 L-S 可 测 函 数 ,证 明 : 存 在 R 上 的 连续 函数 
列 (g, ) 在 玉 上 几乎 处 处 收敛 于 了 . 

11. 设 了 为 L-S ΠΕ 上 的 a.e. 有 限 的 水 数 . 证 明 ; 若 对 于 任 一 68>0, 存 在 闭 集 
Ε.Ε 使 得 m,(E\ Es)<6 且 /在 Es 上 的 限制 是 有 限 值 连续 函数 , 则 为 E 上 的 LS 可 
ΡΜ, 

12. ο ο μα μμ ο. ο ο a.e. 有 限 的 
可 测 函 数 , 且 Γ(α)-»γία),α,(α)-»β(α} ΤΕ. 证明 :在 上 成 立 

(1Π(α}|5»|χ(α}}; 

(2) αξΒ:α!,(χ)-»α[(α}; 

(Df tg) zr) (f+ g(r); 

(4)min{ f, (zx) ,gs (rT) min| f(r) ,g(x)); 

max!lf, (zx),g, (xz))>max!| f(x), g(x)!; 

(5) 若 又 设 μ(Ε)ς σοι f(x) (x) (αλ). 


第 五 章 积 分 


$5.1 可 测 函 数 的 积分 
5.1.1 非 负 简 单 函 数 的 积分 


定义 5.1.1 设 (X,e,4) 为 一 测度 空间 ,f= > ouxs 为 X 上 的 非 负 简 


单 函 数 (其 中 E, 由 E= (i 关门 ,X= UE,aE[0,+ 0)), 则 定义 /在 
E(E€ 上 的 积分 为 


| an := Dhan(ENE,). 
当 | an< + co 时 , 则 称 ΕΕ 上 (关于 测度 μ)ππι. 
由 定义 可 知 , 若 x(E)=0( 不 排除 EE 多 的 情形 ), 则 [μάκ-ο. 
定理 5.1.1 设 f,g 均 为 (X,.y,x) 上 的 非 负 简单 函数 ,EE ο. 
(1) 若 f(r)=g(z),rEE, 则 | fan= | gar: 
(2) | (f+g)dry= | fa 十 | ga 
(3) | cfdp =c | fdp, 其 中 «Ε[θ, + %); 
(4) | fax= | fed 
证 设 
f - 之 ooXa »8- Bx ᾽ 
其 中 A,€ Mi=1,2,…,n) 两 两 不 交 ,BE .Mj=1,2,…,m) 两 两 不 交 , UA 
=UB,=X. 


(1) 注 意 到 ,由 假定 , 当 x EENA; 们 B; 时 有 f(x)= g(x), 可 知 ,车 
ΕΠΑΙΠΒ;”εΘ,ΝΙ α, -β,, ΟΠ 
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αμίΕ Π Α; Π Β,) Ξ βμ(Ε NN Β, NN A,); 
而 当 ENNA; 门 B= 时 ,上 式 显 然 成 立 . 于 是 ， 


[αμ = PanlE Ω A) 
Ξ ΣΣ.“ N AN Β)) 
- ΣΣβε ΠΒ, Π Αι) 
- DBE nB) = | βάμ. 
( 注 : 所 证 之 结论 说 明 , 定 义 5.1.1 中 由 算式 定义 的 ΕΕ 上 的 积分 值 与 /的 


具体 表达 形式 无 关 .) 
(2) 易 知 ， 


π mm 


ftg= 2.2 B ) Xa na; 


1 στι 


于 是 


[ο Ὅὰμ- DD 1 β)μ(Ε ῃ Α, ῃ Β)) 
ἐΞ1 51 


= Ὁ ΣὈαμ(ΕΠΑ, ΠΒ) ΣΣ βμ(Ε ΓΒ, ΠΑ; 
ΙΝΕ Ξτ΄Ξτ 
= Doan(ENA)+ DBAEN SB,) 


(3) 显 然 ， 


cf = Zax, ， 
于 是 


| sran = Zcaiw(E Π ΑΙ) = ο. Π ΑΙ) = c| /άμ. 
(4) 易 知 ， 
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h: = Σ)αά,χεηλ, 十 0， Xe = Zaixens, χε) 
ΠΕΙ ἐ5 
于 是 


| medu = | κὰκ = PanlE MN A) + 0 μ(Ε) 
= DeantE NA)= | fd. 


5.1.2 非 负 可 测 函 数 的 积分 


定义 5.1.2 设 (X,w,p) 为 一 测度 空间 ,vy 为 X 上 的 a 代数 ,上 为 X 上 
的 非 负 可 测 函 数 . 记 


εις {p10 之 9 世 f,9 为 简单 阔 数 |， 
定义 在 E(E .上 的 积分 为 


[αμ := sup | ear lp € 1. 


特别 当 [μάς + co 时 , 则 称 了 在 EF 上 (关于 测度 /可 积 . 
注 “由 定义 即 知 ， 
1” 对 于 非 负 可 测 函 数 , 恒 有 | Γάμο. 


2 若 w(E)=0( 不 排除 下 = ΘΊΜΗΣΒ), ΙΙ | fdp=0. 
3” 若 f(x)=+oo(xEE), 则 | fax =(+ oo)px(E); 进 而 ,若非 负 可 测 


函数 /有 类 似 于 简单 函数 的 表示 , 即 /= > ouxu ,其 中 α, € [0, + co] (k= 
Ιλ ο 
| av :二 PoulE Π E,). 


定理 5.1.2 设 /,g 均 为 (X,Y,y) 上 的 非 负 可 测 函 数 . 
(1) 若 FEs , 则 | ans | edu(Ee sD); 


(2) 若 A,BE.ACB, 则 [μαμς | au: 
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(3) 若 f 在 EEw 上 可 积 , 则 /在 E 上 a.e. 有 限 . 
证 (1) 因 为 /<g, 所 以 CC ,于 是 


J = gpl er < χο ροκ = J ear 
(2) 因 为 ACB, 所 以 对 于 任 一 非 负 简单 函数 φ- Ὁ) αχ, ,有 


[άμ- Dean(ANE)S ΣλαμίΒ ῃ Ε)) - | φᾶμ. 
: Το ΠΗ 
于 是 
J et = ο χρ|,ρόν = fa 
(3) 令 
Eo := E(f =+%),h:=0. χε, + (+ 9ο). χει» 


则 为 X 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 ης, Ἔλε, Η(1)ΚΛΕΝ 5.1.2 后 的 注 3"， 
且 注 意 到 上 在 EE.Y 上 可 积 ,我 们 有 


(499). μ(ξο)- 0: μίΕ ῃ Εὖ) 1 (4 ο) µ(Ει) 
ο. 


由 此 推 得 y(E。)=0, 此 即 说 明 f 在 EE 上 ae. 有 限 . 
定理 5.1.3(Levi) 设 ( 广 ) 为 (X,.%Aw) 上 非 负 可 测 函 数 的 不 减 序列 , 则 
有 


lim| /.ἁμ - | (lim )άμ,Ε Εν. 


证 由 条 件 可 知 ,存在 Χ 上 的 非 负 可 测 函 数 /: f(x)= lim/, (αλίαΕ 
X), 且 /fi 二 f(n=1,2,…), 于 是 由 定理 5.1.2(1), 有 


J fdr < | findr <| fd (αν Ξ 112. 


βατ πα) fdp, 则 a< | γάμ. 
另 一 方面 , 任 取 pE% 以 及 cE (0,1), 令 
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Ε, -Ε({Ἔ ορ) (n= 1,2,), 
ΠΕ, 为 E 的 可 测 子 集 . 注意 到 EE-E(f/>cp), 于 是 E,1E. 记 9 
= > wxa (其 中 Ai Ey 且 两 两 不 交 ), 则 有 
k=1 


| dv >|, fd >|, pd = εἶ, νά» Ξ ο Σ]αιμ(Ε, Π Αι). 


对 上 式 两 端 令 η-»οο,Η ΕΠΑ ΛΕΩΑ(ΑΞ1,2,""', πι) ΚΕ Ρα 
连续 性 推 得 


ας δ]αιμ(Ε NA)= c| φὰμ 30. 


由 cE(0,1) 的 任意 性 可 知 之 | φάμ, ΧΗΙ ρες 的 任意 性 得 之 | fdy. 


至 此 定理 证 毕 . 
注 车 f 为 X 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 存在 非 负 简单 函数 的 不 减 序列 
(9 ) ,使 得 pg, (xz) f(z)(zrEX), 于 是 由 Levi 定理 ， | 


| αμ = lim| 9 dp,E E ω. 


注 ”如 果 将 上 式 右 端的 极限 作为 非 负 可 测 函 数 积分 的 定义 ,那么 必须 说 
ΒΗ :若非 负 简 单 函数 的 不 减 序列 (y, ) 也 满足 y, (zx) f(z)(xrEX), 则 


推论 若 f,g 为 X 上 的 非 负 可 测 函数 , 则 对 任 一 EEE.y, 有 

(1) [ (/ το)άμΞ | av 十 ΠῚ 

(2) |.οἁμ-ο[ fay, 其 中 εΕ[0, + 0%); 

(3) [αμ | Λιεάμ. 

证 (1) 若 | /ay 与 | gdp 中 有 一 个 为 + oo ,由 于 /+g 之 /之 0,/+ 8g 之 
8 之 0, 则 由 定理 5.1.2(1) 可 知 | (f+ g)du = + o%, 故 (1) 中 等 式 成 立 ， 

现 设 | fdp 与 | βὰμ 均 小 于 + om. 由 非 负 可 测 函 数 与 简单 函数 列 的 关 
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系 知 , 存 在 非 负 简单 函数 的 不 减 序列 ( po, ) 与 (内 ) ,使 得 
φι(α)λ/(α).φ,(α)λα(α)(α EX)， 
注意 到 (gp, + ϕ ) 仍 然 是 非 负 简单 函数 的 不 减 序列 , 且 
(p+ Φϕ,)(α) (f+ α)(α)ίαΕ Χ), 
由 Levi 定理 以 及 定理 5.1.1(2), 有 


Jr d= 加 | (9, + φ,)ὰμ = 加 (ed | wd 


= ΠΚ ἀμ 十 lim| φ, dy = | an 十 | ,gar 
(2) 可 用 类 似 的 方法 证 明 , 留 给 读者 完成 
(3) 利 用 上 述 (1) 的 论证 中 的 记号 ,由 定理 5.1.1(4) 以 及 Levi 定理 ,可 得 
[μμ = πα] φιάμ = 四 | φ.χεὰμ - |. (Ἱπαφ.χελὰμ = | freedp. 


注 由 上 述 推论 (3) 可 知 : 
1” 若 X 上 的 两 个 非 负 可 测 函 数 上 与 g 在 某 一 EE 上 成 立 (1) 
&(z), 则 在 Χ 上 成 立 (Pxe)(z) 委 (gxs)(z), 于 是 有 


[μάν ΙΝ | 和 de < [χε dx = | ,gar 


特别 地 ,车 f(x)= g(xr)(rEE), 则 [μαμ- | gdp. 
2” 若 / 仅 为 定义 在 某 一 EE.y 上 的 非 负 可 测 函 数 , 或 f 仅 在 FE 上 非 负 
可 测 , 则 可 考虑 X 上 的 非 负 可 测 函 数 (满足 fx) = f(x)(xEE)), 且 规定 
了 在 E 上 的 积分 
[μάν 7 | ar 


对 于 今后 涉及 的 一 般 可 测 函 数 的 积分 也 可 做 类 似 的 说 明 ,将 不 再 歼 述 . 
定理 5.1.4(Lebesgue 逐 项 积分 定理 ) 设 (三 ) 为 (X,w,w) 上 的 非 负 可 测 
函数 列 , 则 
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gi := Df (k= 1,2,.), 
则 (gi) 为 X 上 的 非 负 可 测 函 数 的 不 碱 序列 , 且 


f(x) = limg (zr)(r Ε Χ), 


π-1 


因此 > /, 在 X 上 非 负 可 测 . 由 Levi 定理 及 其 推论 (1)( 结 合 归 纳 法 ), 有 


[δὴ )dp = |, limgi dx Ξ lim| βιάμ 


Ε ὲ 
lim] (Bf) de = lm >| de 


p31 
推论 1 设 f 为 X 上 的 非 负 可 测 函 数 ,(E, ) 为 一 两 两 不 交 的 可 测 集 列 ， 
记 ΕΞ UE, , 则 
[μα = ΟΙ, !ὰμ. 
证 由 (EE, ) 两 两 不 交 ,E = U E, , 则 易 知 xs = >xs ,于 是 由 Lebesgue 逐 
项 积分 定理 以 及 Levi 定理 之 推论 (3) ,得 
J ar ο ο» dp = Df fa 


推论 2 设 Ag 为 非 负 可 测 函 数 , 且 f(x)=g(x) a.e. 于 E, 则 | an= 


Je 
证 6 Ει: ΞΕ(/-ρ),Ει ΞΕ \ 下, , 则 Ει.Ει 为 Ε 的 可 测 子 集 , 且 
A(Eo)=0, 则 由 推论 1 定义 5.1.2 后 注 2" 以 及 Levi 定理 之 推论 后 注 1°, 可 得 


Ξ κ εὰμ = gar 十 κ gdx = | gd 
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推论 3 设 f 为 非 负 可 测 函 数 , 则 [μάν =0 的 充 要 条 件 是 f(x)=0 


8.6. Τ Ε. 
证 由 上 述 推论 2 即 知 充分 性 成 立 .下 证 必要 性 . 8 


Ε, := ΕΣ) (n = 1,2,.…), 
则 由 定理 5.1.2(1)、(2)， 
oO< in(E)E<| fd <| fdr =0 (n=1,2,), 
Ες E 


于 是 (FE,)=0(n=1,2,…), 又,E(f 尖 0) = E(f>0)= Ὀ εξ, ΒΛ! 


A(E(f>0))=0. 
定理 5.1.5(Fatou) 设 ( 广 ) 为 (X,swy,w) 上 的 非 负 可 测 函数 列 , 则 


ο ο < lm| Λιάμ.Ε Ε - 
证 4 
gn := inf fi (n = 1,2,…), 
则 (g, ) 为 X 上 的 非 负 可 测 函 数 的 不 减 序列 , 且 
0< βία) Ef = ,2,0), limg, (α) = παλ, (x)(x € X). 
于 是 ,由 Levi 定理 得 


| (limf)dp = |. limgsdp = 各 | godp = lim| ανάµ-ς lim| Λάμ. 
5.1.3 一般 可 测 函 数 的 积分 
定义 5.1.3 设 (X,sy,m) 为 一 测度 空间 ,为 X 上 的 ec 代数 , 太 为 X 上 
的 可 测 函 数 ,EE 以 若 | /dy 与 | /dy 中 至 少 有 一 个 为 有 限 , 则 定义 /在 
E 上 (关于 测度 w) 的 积分 为 


| fd :=| de -| ἀμ, 


并 称 /在 E 上 (关于 测度 y) 的 积分 存在 (或 确定 .或 有 意义 ). 当 | /' ἀμ 与 
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[μ΄ ἂμ 均 为 有 限 , 则 称 了 在 巨 上 (关于 测度 4) 可 积 


在 王 E 以 上 关于 测度 y 可 积 的 可 测 函 数 全 体 记 为 上 (下 ,ww). 如 果 约 定 在 
某 一 固定 的 测度 μ 下 考虑 可 积 范 数 , 则 简 记 为 (Ε). 
定理 5.1.6 设 以 下 所 述 的 函数 均 为 (X,.y,y) 上 的 可 测 函 数 . 


(D 若 | fdx 存在 , 则 
[μάν = | Head 

(2) 若 | fd 存在 , 则 对 任 一 <ER, | cfdy 存在 , 且 
[αμ = εἰ fqn: 


(3) 若 x(E)=0, 则 | fdp=0; 


(4) 著 | fdx 存在 (或 有 限 ), 则 对 任 一 EE ./ | Ja 存在 (相应 地 ,有 
限 ); 
(5) 设 (EE, ) 为 两 两 不 交 的 可 测 集 列 , 记 E: = Ὁ Ε, ,车 | fdy 存在 , 则 


[fan = Bo nn 
(6) 车 f(x)<glx) a.e. 于 E, 且 | fdy 与 | κάμ 均 存 在 , 则 
(0235 /(α) 5 ε(α) ae 于 巨 ,| fdy 存在 , 则 | αὰμ 存在 , 且 


(8}/}ἑε{{(Ε,μ}5Ῥ|}!Ε{(Ε.µ), ΒΒ 
ως] 11 ἁμι 


(9) 若 | F(z)l 委 jg(z)l ae 于 已 ,是 EL(CE), 则 FELCE); 
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(10) 关 ffEL(E), 则 |f(x)|<+% a.e. 于 EE; 
(11) 若 f,gEL(E),a,BER, 则 af+BgEL(E), 且 


[ων βα)ὰμ = a| /ὰμ 十 οκ. 


(12) 若 对 任 一 ΕΕ. [μάν =0, 则 F(z)=0a.e. 于 Xi 


(13)( 积 分 的 绝对 连续 性 ) 若 fE L(E), 则 对 于 任 一 。 >0, 存 在 6>0, 对 
ΤΕ 的 任 一 可 测 子 集 E。, 当 jy(E。)<6 时 , 恒 有 


franl<|. Ifldx<e. 
证 (1) | 
Wp 
= | f xedp -| f χεὰμ 


= | Gx) dy -| Cx) dy = [ωχεάμ. 


(2) 注 意 到 
| er ἀμ, ος [0, 1ο), 
[ιο ἀμ. εξ (- οο,0) 
cr ar， ce [0, + 99), 
Co f du εε(- οι), 
| sr ἀμ, ce [0, + oo)， 
| Cf) - 
[ες OF ἀμ, cE€ (~ oo,0) 
Gi ἀμ, ε Ε 10, + οο), 
of Ff ᾱμ, ες (~ co ,0)， 
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于 是 ,车 γ᾽ EL(E), 则 |c| Κο... ΕΤΕΙ (Ε) ΙΙ ε| [αμ | 


+ oo, 由 此 可 知 ,(cf)' 与 (cf)- 中 至 少 有 一 个 在 下 上 可 积 , 即 得 积分 | cf dp 
存在 , 且 有 


| crdn= [Go dp -| (of) dy 


of dp ef μι cE€ 0, 1ο), 


(- of fF dx —(- | fF dusc € (~ oo,0) 
πο 


G3) 若 pr(E)=0, 则 | 广 du= | 广 dx=0, 于 是 | an=0. 
(4) 对 于 任 - - EE.w, 有 


(Wa ἐμ <| 六 dz fF dy <| 了 ἀμ, 


由 此 即 知 , 若 f* EL(X), 则 ff*EL(E); 若 f/f EL(X), 则 -EL(E), 于 
是 , 若 上 在 X 上 积分 存在 (或 可 积 ) , 则 ΤΕΕ 上 积分 存在 (相应 地 ,可 积 ). 
(5) 由 Lebesgue 逐 项 积分 定理 之 推论 1， 
jf dx 一 Σο. dx,| fF ἐμ 一 > ἀμ. 


Ξ1 


因为 ΓΊΕΕ 上 的 积分 存在 ,所 以 上 述 两 式 右 端的 正 项 级 数 至 少 有 一 个 收敛 ， 
由 此 易 知 


Bf dn Br ΜΗ”. oe): 
又 由 (4) 可 知 ,在 忆 的 任 一 可 测 子 集 E,， 上 的 积分 存在 . 注意 到 ,上 式 左 端 即 
Ἁ [ιν ὁμ- [ ἁμ- ,fap 而 有 六 好 为 |，fap 


(6) 令 Eo:=E(f>g),E:=E\E,, 则 FCE Η.μίΕο)-0. 因 f 与 g 
在 E 上 的 积分 存在 , 故 由 (4) 知 了 与 g 在 E, 上 的 积分 存在 . 又 注意 到 ,车 
zj 和 ssg(z), 则 广 (z)Sg (xz) 且 f 了 (zx) 之 g (zx), 于 是 由 (3)、(5) 以 及 


1. αφ ΧΕΙΠΗ ΤΕ ἰἐν {ΠΠ NF 


-ETF 


--- 
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Levi 定理 之 推论 后 注 1°, 可 得 
[μάν Ξ κ. + | yan = | fa = jr ἂμ -| ἀμ 


(7) 显 然 , 若 f(z)=g(zx)a.e. 于 E, 则 f'(x)=g'(zr)a.e. 于 EE 且 
f(z)=g (x) a.e. 于 .由 定理 $5.1.4 推论 2， 


ο.” 
由 此 可 知 , 若 | /dy 存在 , 则 | gdy 存在 , 且 | ;ὰμ- | κάμ. 
(8) 注 意 到 , 若 /可 测 , 则 | | 可 测 , 又 


fe L(E) S| f ἀμ <+ “|r du <+ oo 
S| dp ΠΡ ἁμ «κ οο 


S| CF + ) dp τι τμ <+ oo 


SI1fIEL(E). 
此 外 ， 
-I f(x) κ (αλ! f(r) 1 (rx € X), 
于 是 由 (2)(6) 可 得 


-fra = | cnDeslyrans| fra, 


上 式 即 为 | | Jaul 和 | 1fldx. 


(9) 注 意 到 ,了 与 g 可 测 , 因 此 作为 非 负 可 测 函 数 的 | f| 与 1g | ,它们 在 Ε 
上 的 积分 恒 存 在 . 由 于 gE€L(E), 由 (8) 知 |gl1€EL(E), 由 (6) 有 


μου 


可 知 |f1EL(E), 再 次 利用 (8) 即 知 {ΕΙ (Ε). 
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(10) 由 (8) , 若 fEL(E), 则 |flEL(E), 即 | 1Fldu< + oo, 再 由 定理 


5.1.2(3) 即 得 | F(z)|< +co ae. 于 玖 . 
(11) 首 先 ,因为 f,g€L(E), 所 以 Eo:=E(|f|=+%o)UE(lg|= 
+ oo ) 为 零 测 集 . 易 知 , 若 令 
(αΓ-- Be)(x)=0 (σε EU Ε), 


则 既 不 影响 af + Bg 在 X 上 的 可 测 性 ,也 不 改变 其 在 Ε 上 的 可 积 性 及 其 积分 
值 .于 是 ,我 们 不 妨 设 Ag ΠΧ 上 的 有 限 值 可 测 函 数 . 
其 次 ,由 于 


| af(x) + Be(x) ii 委 la llGz)1I+181Ig(z) lz € X, 
[μια ΠΡΙΕΤΡΊΗΝ Da =1alf, Ημ <+%, 
由 (9) 可 知 af + βρΕΓ(Ε). 结合 (2), 只 需 证 明 
Lr ea fpr pt 


成 立即 可 . 
注意 到 ,在 所 作假 设 下 恒 有 


(f+g)(x)= f(r)+g(r)(r € X), 


(f+g)(z)= (f+g)' (x)- (f+g) (α), 
flz)+ βία) -(Ρ (x)-f (zr))+(g' (4) - β᾽ (α)), 
以 上 两 式 中 的 每 一 项 均 为 有 限 数 ,因此 经 移 项 可 得 
(γρ) υπ τες) +f'+g', 
于 是 


J sre 
= | er g) Γρ )dx 


= ΚΠΣ g) +f'+g')dp 
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=| (f+a) dnt| retr| edn: 
再 由 于 上 式 中 的 每 一 个 积分 值 均 为 有 限 数 , 经 移 项 得 
| +e) dn [ο τα) ἀμ 
= 人 六 -oj 人 ed 
即 得 所 证 . 
(12) 首 先 ,由 | /au =0 知 fEL(X), 即 得 | flELCX). 其 次 , 令 下 := 
Γ((0, ε οο]),ΒΗ Ε, Ες Β. 


1 f(z)1= f(r)(r EE); | f(r)1=- Γαίας Ε), 
于 是 


ο dr 1} ἀμ 
= | fdr + |- Par = | fdr -| fax - ο. 
表 由 定理 5.1.4 推论 3 知 :| f(z)|=0a.e. 于 X, 亦 即 f(x)=0 a.e. 于 XX. 


(13) 由 于 /EL(E)SSIfIEL(E), 即 | 1fldy<+%, 因 此 ,对 于 任 一 
e >0, 存 在 gn 使 得 


| pa «[ | fildx < | dr ἜΣ 


又 由 非 负 简单 函数 的 定义 知 ,0 委 p(z)<c< -οο(χΕΧ). 现 取 5= 
于 五 的 任 一 可 测 子 集 E。, 当 jy(E。)<65 时 , 恒 有 


ως] Γειά ή ΓΙ ἀμ τν ao ρὰμ 


则 对 


€ 
26” 


= να f1- φ)ὰμ +|, ρὰμ <| 4 f 1- φ)ὰμ + φὰμ 


«Στε"μίξο) «5 15πε. 


定理 5.1.7(Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 /在 E(E€w) 上 可 测 (n=1， 
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2,…), 若 存在 EE 上 的 非 负 可 积 函 数 g ,使 得 
| f(x) g(r)a.e.FE (n= 1,2,.…), 
则 limf, limf, EL(E), 且 
μι πμ Κα 
特别 地 , 若 存在 可 测 函 数 {418 
f(r)> f(r)a.e. 于 E 或 f(x)=>f(zr) 于 E, 
则 fEL(E), 且 


[πη [上 -idn =0. 
π--οο] Ε 


(由 上 式 必 有 :lim| fdp= | fdp.) 
oo Ε E 
证 由 定理 的 条 件 即 知 lm πο, 均 在 E 上 可 测 , 且 
[limf,(x)|< κα), |lim/f,(x)|< g(x) ae 于 已 ， 
又 由 定理 5.1.6(9)、(10) 知 ， 
limf,, limf,,f, € L(E) (n = 1,2,.") 


且 均 在 上 a.e. 有 限 . 进而 ,由 定理 5.1.6(7) ,我 们 不 妨 假定 它们 以 及 ϱ 均 
为 下 上 的 有 限 可 积 函 数 , 且 | 户 (z)| 委 g(z) 在 下 上 处 处 成 立 (z=1,2,…). 
由 此 ,g++f,(n=1,2,…) 在 EE 上 非 负 可 测 , 于 是 由 Fatou 定理 得 


| im(g + fd < lim| (g + γ)άμ. 


即 得 
| gd “{ limfndp < | sdr + lim| Λ.άμ, 
κ. 上 lim ἂμ <| sdr - lim| .Adu， 
上 述 两 式 经 移 项 后 即 得 


|. lmfdr < [πι] Λάμ < im| fd <| ἴπιλιάμ. 
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若 存在 可 测 函 数 了 使 得 limf, (x)=/(x) ae 于 已 , 则 
Ar 和 sg(z) ae 于 已 ， 
于 是 ΓΕ Ι.(Ε). 此 外 ,注意 到 
|Ο; - ϱα)|κ2ε(α), lim|(f, ~ f(x)|= 0a.e. 于 E, 
由 已 证 之 不 等 式 可 知 ， 


o< im| |f.- fla <| Πα. -fldx =0, 


从 而 证 得 fim | [|f,-fldx=0. 


NA-*00 


若 存在 可 测 函 数 f 使 得 f, (zx) 二 f(x) 于 E. 记 
a := πι -]άμ, 


则 存在 子 列 ( f,) 使 得 


lim| fn, -flax Ξα. 


由 于 此 时 必 有 (万 ) 在 Ε 上 依 测度 收敛 于 六, 则 由 Riesz 定理 ,存在 子 列 (f，) 
ΕΕ 上 a.e. 收 敛 于 f. 从 而 由 上 段 已 证 之 结论 即 得 


“= lim| | 太一 /an = lim| [ο ~ flax - 0. 
至 此 定理 证 毕 . 
$ 5.2 ”Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 


在 本 节 中 ,L(R) 总 表示 Β 上 的 关于 测度 m 可 积 的 “可 测 函 数 全 体 . 
定理 5.2.1 设 fEL(R), 则 对 任 一 e>0, 存 在 R 上 具有 紧 支 集 的 连续 
函数 g 使 得 


| = glam «ε. 


(此 定理 对 于 R 上 的 L-S 测度 也 成 立 . ) 
证 因为 /EL(R) 全 |f|EL(R), 所 以 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 (此 处 
的 控制 商 数 为 | fl ) 可 知 ,对 于 任 一 。 >0, 存 在 Es = (一 N,NN), 使 得 
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| f= fxs, | πε < 序 . 


对 上 述 函 数 fxs, ,由 可 测 函 数 与 简单 函数 的 关系 以 及 控制 收敛 定理 (此 
处 的 控制 函数 为 | fxs, | ) 知 ,存在 简单 函数 p ,使 得 


E 
3 
显然 ,supplp1IC[- N,N], 且 可 设 |p(z)|<c< +co(zER). 

对 上 述 函 数 p ,由 JJysa 定理 与 其 推论 以 及 与 上 述 类 似 的 理由 ,存在 R 
上 的 具有 紧 支 集 的 连续 函数 g ,使 得 | g(xz) | 所 cxs,,,(x)(zER), 且 (此 处 的 
控制 函数 就 取 cxe,，) 


μα 一 P| dm < 


ε 


综合 上 述 三 个 不 等 式 ,定理 得 证 . 
推论 设 fEL(R), 则 存在 R 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 列 (g, ) 使 得 


lim| |f- αν ἐπι = 0. 


定理 5.2.2 设 fEL(R), 则 存在 R 上 具有 紧 支 集 的 阶梯 函数 列 (gq, ) 使 


(Diim|, |f- φι]ἀμθ: 
(2)limg, (x)= f(z) a.e. 于 R. 
(此 定理 对 于 R 上 的 L-S 测度 也 成 立 .) 


证 由 定理 5.2.1, 对 于 任 一 e >0, 存 在 R 上 的 具有 紧 支 集 的 连续 函数 
g ,使 得 ευρρἰρἰζ[α,ὸ]. Β. 


| -gldm «-ᾱ- 


由 此 可 知 ,存在 R 上 的 阶梯 函数 φ, [ΕΒ οαρρίφ᾽ς [α,δ1Β 


Γε(α) - p(z)l< IB ο). ΕΒ, 
从 而 


jf- plam<[ lf- glam+ | |g- pldm 
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= | 1f- εἰ» +| ,lg Pldm<e. 
上 述 结论 的 男 一 种 表述 形式 即 为 定理 结论 (1). 
又 对 于 任 一 o>0, 令 
E, := R(|f- ϕι/ᾶσ) (n= 12…)， 


式 中 的 φ, 为 满足 (1) 的 函数 . 则 由 
ο -old < 5) -play 


可 知 limm(E, ) =0, 即 (4) 95 {(α) Ἑ Β. 再 由 Riesz 定理 ,存在 子 列 (P。 ) 
使 得 jimgu (z)= f(z) a.e. 于 RR. 显然 ,此 (g。 ) 同 时 满足 定理 结论 (1)、(2). 
定理 5.2.3 (1) 若 AER[a,b], 则 EL[a,p], 且 


6 
| fam = [Πάει 


[2 
(2) 若 JEB[a,o], 则 FER[a,5] 的 充 要 条 件 为 f 在 [a,b] 上 m-a.e. 
连续 . 
证 . 设 f€EB[a,5], 则 存在 M>0 使 得 | (α)|:«“Μ«οο(χΕ[α, 
δ]). 由 Riemann 积分 理论 中 的 Darboux 定理 知 ,存在 [a ,5] 上 的 一 列 分 划 


Ix}, 

πιιαξα ς ας... ς αμ -ὁ (k= 1,2,.…), 
满足 :m1 是 πι ΗΒ, λ (πι) max jz 多 αι] Β 

= δ 

ο ο limL (fm) ο. 

上 述 U(f;zi) 与 上 (了 ;zt ) 分 别 表示 在 划分 πι 下 了 的 Darboux 大 和 与 小 和 . 
现 令 
0, σα Ε (一 οο,α), 


x)= ΜΑ, σΕ(αθ,σΘ],} = 1,2,.,k,, 


0， rE(b,+%), 
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0, xzE(-oco,a]， 
φιία):- mr EE (rz = 112 (2 
0, ας (ὁ, το), 
其 中 ΜΙΑ ,m4 分 别 表示 F(z) 在 区 间 [z 和 5 ,zz 和] 的 上 、 下 确 界 . 于 是 


LUCFir) = | pdm,L(f;x,) = | pr dm . 
{a,b] [ 


注意 到 zh, 是 πι 的 加 细 , 因 此 
"Μα φι(α) ςφία)λκ fr hr φι(α)λ« Μ, 
ας [α,δ], 
由 此 得 
φία) := lm (xz), p(x) := limgp (zx),z ER. 
显然 ， 
φία)ς [ία}Ξ φία),α Ε La,b), 
ἩψΠΦΗ͂ΠΕ ΓΗΣ 可 测 函数 ,从 而 均 在 [a ,5] 上 工 可 积 . 由 Lebes- 
gue 控制 收敛 定理 ， 


rb 
| wam = ΚΝ; = lmU(f;m) = | f(x)az, 


[αι] αι 


b 
| pdm = lim | pdm = limL(f;n) = | f(z)dz. 
[ἀν δ] 二 


[a,5] QG 五 


结合 数学 分 析 中 有 关 的 κ 积分 的 理论 ,有 
fe Βία, ὁ] S| f(x)dz = ΜΠΕ 


. | μα 1,55}, -ρθ”το 


[α.δ] 
SO(y ~ 9)(r) = 0 a.e. 于 [a,6b] 
εθφία) = y(r) a.e. 于 [a,b], 
由 此 可 知 , f(x)= g(x) a.e. 于 [a,65], 再 由 m 为 完备 测度 可 知 ,f 为 [a,6b] 
上 的 有 界 了 可 测 晴 数 ,从 而 为 [a ,5] 上 的 上 可 积 函 数 ,是 


| fam = | pam = | rd = [f(z)az. 
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至 此 ,(1) 得 证 . 
记 
E:= ἱα 17)=0,1,.,k,;k = 1,2,.…|, 
则 五 为 可 数 集 ,从 而 为 m- 零 测 集 . 又 注意 到 ,着 xzEfa,6]\E, 则 了 在 点 x 
连续 当 且 仅 当 p(z)=VY(z). 事实 上 ,此 时 对 于 任 一 kEN, 存 在 惟一 的 &€ 
i1,2,…,k, 使 得 工 E (rh, Th )， Βαν λα, αν Yr, φι(α)Ξ mee, 


办 (z+)= Mi ,因此 
limf( 1) Ξ Λία) 59 παπι 一 ᾿πι Μὲ, 
«5 μαφιία) = limg (α) 
εῬφία) = φί(α). 
综 上 所 述 ,可 推 得 : 

有 界 函 数 ΓΊΕ[α,δ] Ε α.ε.᾿εθξερφ(ία)- φ(α) α.ε. Ἔ[α,δ]6 
JER[a,b]. 这 便 证 明了 (2). 

至 此 定理 证 毕 . 

ΗΕ “Lebesgue 积分 与 R 反常 积分 的 关系 : 

以 下 仅 对 κ 无 穷 积分 加 以 讨论 ,其 实 对 于 瑕 积分 也 有 类 似 的 结论 . 同时 
约定 ,以 下 所 涉及 到 的 积分 的 定义 以 及 f 所 需要 的 其 他 条 件 认 为 是 自明 的 ， 
不 再 一 一 指出 ; 且 请 读者 自行 考虑 具体 推导 过 程 的 详细 理由 . 

(D) 若 >0, 则 | Hz)dz = | fam. 


[a,+eo) 
事实 上 , 取 6b,=a+nn, 则 有 


| f(x)dr= η Γ(α)άτ = lim | fdm 


... 
= lim 上 ήχο ιάπι = | fdm. 
... | [aite) 


Q2) 若 | f(z)dzx 绝对 收敛 ， ” Hz)dz= | fdm. 


[a,+oo) 


事实 上 ,此 时 必 有 | ρα άν +oo, 于 是 


J Arar = (FF (2) -fF (a))dr 
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ΠΠ 


= | fadm- | fF adm= | fam. 


[a,+%) fa,+co) fa,+oo) 


(3) 若 | f(z)dz 条 件 收敛 , 则 /在 [a, + οο) Ε{8 1, 积分 不 存在 . 


事实 上 ,此 时 必 有 .. Γ dm= Γ᾽ ΓΡ (α)λάτς 15ο. 


(4) 由 于 R 广义 重 积分 的 收 全 与 绝对 收敛 等 价 , 且 注意 到 定理 5.2.3 对 
于 重 积分 也 有 类 似 的 结论 ,从 而 若 R 广义 重 积分 收敛, 则 此 积分 必 与 相应 的 
L 积分 相等 . 
(5) 注 意 | Λάρι 与 im | am 的 区 别 (此 处 的 刀 一 + oo). 前 者 无 
{ων} 


[αρ 199) 
极限 可 言 , 即 对 于 1. 积分 而 言 无 所 谓 收敛 与 发 散 ; 而 后 者 作为 数列 就 有 收敛 
与 否 的 问题 . 


例如 : 设 (ας “ΞΕ (0,+ 0%0)),f(0)=1, 取 a=0,6,=n, 则 
. ff - 7 sinx - π 
lm | fam ως {(αλὰς = |. τα ας ”2， 


但 由 于 [ f(z)dz 为 条 件 收敛 ,因此 “| ”fdrm 不 存在 . 


[0,+%) 


95.3 乘积 空间 上 的 积分 


定义 5.3.1 设 ECXxY, 分 别 取 定 zxEX 与 yEY, 记 
= lyl (xr,y) EEI,E := ἱχ]ία,ν)Ε ΕΙ, 


分 别称 Ε, ΠΕ’ 为 集合 E 的 过 截 口 ( 集 ) 和 > 截 口 ( 集 ). 
定义 5.3.2 设 /为 定义 在 E(CXx Y) 上 的 函数 ， 若 取 定 zxEX 时 五 . 
天 好 , 则 定义 歼 . 上 的 函数 了. 
Εν) := ία γ)λινεξ,, 
并 称 之 为 函数 的 过 截 口 (函数 ). 类 似 地 ,可 定义 上 的 > 截 口 (函数 ) Ρ' 
F(z) := Εαν), ΕΕ’. 
关于 截 口 集 与 截 吕 函数 有 以 下 一 些 显而易见 的 性 质 . 
1” 由 定义 5.3.1 即 知 : 若 巨 ,已 CXxY(AEA), 则 对 于 任 一 zEX, 有 
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(EF'), 一 (ου) Εκ). = UE ) ,OE ), Ωμ Εκ)" 

由 定义 5.3.2 ΒΙ 2Η: 1 Ag,A(z=1,2,…) 为 XxY 上 的 函数 ,wa， 
BER, 则 

2” Πρ» Η--αΕΧ ΒΗ ,Ξα,; 

3” 对 于 任 一 zxEX 均 有 

(af + βα). = αἲ, + pg. 

(假定 上 式 左 、. 右 两 端的 运算 有 意义 ); 

4 limf, (αν) = f(x,y),(r,y)EXxY 人 对 于 任 一 xEX 均 有 
ο ο. Y; 

5” 对 于 任 一 zEX， 有 (f°),=(f.)',(f οι. 

6” 对 于 任 一 VCR ， 有 (ff 1(V)),=(f.)'(V); 

7” 对 于 任 一 zxEX， 有 (Xs),= Xe . 

关于 集合 与 范 数 的 y 截 口 也 有 类 似 的 结论 ,不 再 袭 述 . 

定义 5.3.3 设 以 和 .yy 分 别 为 X 和 Y 上 的 o 代数 , 记 

οΙΞΙΑΧΕΗΙΑΕ «ΟΕΕ |, 


由 名 生成 的 代数 ΚΙ σ 代数 S( 6) 被 分 别称 为 dx 与 vy 的 乘积 代数 和 乘 
δισ 代数 . 特别 地 ,将 S(《) 记 为 sk xs ,并 称 (X ΧΎ νων Χ ων ) 为 可 测 空间 
δα δα ay) 的 乘积 可 测 空间 ,中 的 元 素 称 为 可 测 矩 形 ,以 x sw 中 的 
元 素 称 为 乘积 空间 X x Y 中 的 可 测 集 . 

(注意 ,由 于 历史 的 原因 ,不 要 将 ws xs 与 《混淆 .) 

定理 5.3.1 设 (XxY,ew xs ) 为 一 乘积 可 测 空间 ， 

(1) 若 EEsw Xx yy , 则 对 于 任 一 +EX,y€EY 有 

Ε.Ε ον, PDE NM; 

(2 ΧΧΥ 上 的 x xs 可 测 函数 , 则 对 于 任 一 zEX, 广 为 了 上 
的 οἱ, 可 测 函数 ,对 于 任 一 yEY, 记 为 X 上 的 sw 可 测 函 数 . 

证 我 们 只 对 二 截 口 加 以 证 明 . 

(1) 设 EE ch X 以 yy. 任意 取 定 XEX, 令 


:= JEIEE Wy XYy,E, E ο], 


则 由 截 口 集 的 性 质 工 以 及 sx ,sy 与 sw xs 均 为 o 代数 即 知 ,6 为 XxY 上 
的 zc 人 代数. 又 若 正 =A4AxBE% 则 当 zEA 时 已.= 日 , 当 zEA 时 已 .= 人 所， 
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即 此 时 总 有 五.Eawy , 于 是 &CE, 进 而 sw Xx Ay CE. 此 即 说 明 : 若 Ei Xx 
ων. Ε.Ε W(xrEX). 

(2) 对 于 κ 中 的 任 一 开 集 也, 则 由 ΓΉΧΧΥ 上 的 XYy 可 测 函 数 可 
知 , 必 有 广 (V)EA xs .又 由 已 证 之 (1 以 及 有 关 截 口 的 性 质 6" 即 知 

(4) ΟΥ) =(CFOV))EsrEX. 

这 就 证 明了 /. ΝΥ 上 的 ων 可 测 函 数 . 

引 理 ”K() 是 由 可 表 为 4 中 有 限 个 两 两 不 交 的 元 素 之 并 集 全 体 所 成 之 
集 族 . 

引 理 的 证 明 留 给 读者 . 

定理 5.3.2 设 (X,W ,px) 和 (YY,.wy ,py ) 为 两 个 so 有限 测度 空间 ,其 中 
ax ,yy 分 别 为 X,Y 上 的 a 代数 . 

(1) 设 下 EX 定义 

φεία) := uy(E,),r EX, 

ΜΙ gs 是 X 上 的 ( 非 负 )s 可 测 函 数 ; 

(2) 由 下 式 


Lx Χμνι(Ε) := | gadisE ς x Χ ήν 
定义 的 x Χ cy 上 的 集 四 数 jx 义 μγ 是 (X Χ Y οὐχ Χ sy ) 上 的 σ 有 限 测度 ， 
且 
Lx Xx μγ(Α x B) = μχ(Α)μν(Β).Α Ε ον,ΒΕ αγ, 


此 外 ,满足 上 式 的 乘积 测度 空间 上 的 测度 是 惟一 的 . 

证 (1) 先 假定 wy 为 有 限 测度 . 令 

sa 下 IEEMxeayeor 在 X 上 可 测 |， 

往 证 w= sw xs ， 

显然 Cy x wy ,为 了 得 到 .x 以 Xx. ,只 需 证 明 ΕΙ “8 σα 
数 即 可 . 

设 EE, 则 EE=AxB( 其 中 ΑΕΒΕ). 此 时 必 有 EE Xx wy， 
且 

φε(α) = μν(Ε,) = μγ(Β)χι(α)λνα ΕΧ. 


故 pe 在 X 上 .x 可 测 , 从 而 证 得 EE xy. 此 即 说 明 «τω. 
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ΕΕ ΕΕ Xi ,于 是 EW κογ; ΚΗ μν 为 有 限 测度 的 假 

定 , 可 知 
φμία)}- μγίίΕ'),} = py((E,)') 
= py(Y) - μγίξ,) = yy(Y)— φεία),αΕ Χ, 

上 式 中 jy (YY ) 为 常数 ,而 or 在 X 上 wx 可 测 , 于 是 pr 在 X_ 上 .sw 可 测 , 从 而 
证 得 ΕΕ. 此 即 说 明 .xy 满 足 o 代数 定义 中 的 条 件 之 一 :“ 关 于 取 余 运算 封 
闭 ”. 

设 EEK(O), 则 由 引 理 , 可 记 EE: = UE,, 其 中 ΕΕ (k=1,2,…n), 且 
= ο ο... 
测 . 注意 到 当 151 ΒΗ, ὑΡΒΚΕ,), Γ(Ε,), -Φ(αΕΧ), ἘΞ 


φεία) = py(E) = py(U (BE),) = Ppl(E)) = Pps (x), 

为 证 /为 a 代数 ,由 定理 3.1.5, 只 需 证 明 ,为 单调 族 . 即 往 证 : 若 (E, ) 
为 x/ 中 的 单调 序列 , 则 lim E, E sy. 以 下 对 两 种 单调 性 分 别论 证 . 

车 (E, ) 为 /中 的 单调 增 序列 , 则 E: = U E,€ xsw, (ge ) 为 X 上 的 
αχ ΗΡΙ . 对 于 任 一 x EX,((E, ), ) 显 然 为 ων 中 的 单调 增 序列 . 于 
是 

(«1 UC(E), = (UE,),= E,r€EX. 

φε (4) = μγ((Ε,),) «ς μν(ίΕ,.ι)ι) = φε,,(α),. ΕΧ (π- 1,2’). 


结合 测度 的 下 半 连 续 性 , 推 得 
φε(α) = py(E,) = lim py ((E, ).) = lim pe, (x),x ΕΧ, 
而 ps 为 X 上 的 sk 可 测 函 数列 (gy:, ) 的 极限 函数 必 在 X 上 sw 可 测 , 从 而 证 
得 EEw. 
车 (E, ) 为 /中 的 单调 碱 序列 , 则 ΕΞ 站 E,. 由 于 以 关 于 取 余 运算 封闭 


(注意 ,我 们 仅 在 此 处 利用 了 jy 为 有 限 测度 的 假定 ), 因 此 ((E,)") 为 尽 中 的 
单调 增 序列 ,结合 上 段 在 “单调 增 " 的 假定 下 所 证 之 结论 : 
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(Ε/Α U(E) = (ΡΕΞ ΕΕ, 
ΜΠΕΞ(Ε) 6. 
这 就 证 明了 以 是 单调 族 . 
至 此 ,我 们 在 uy 为 有 限 测度 的 假定 下 证 明了 =. x 4 , 即 证 明了 :对 
于 任 一 EE .wx Χαν, PE 均 为 X 上 的 ( 非 负 )-w 可 测 函 数 。 
现 设 yy Ἢ σ 有 限 测度 , 则 存在 两 两 不 交 的 以 可 测 集 列 ( B, ) 满 足 : 
Υ ΞΌΒ,,μν(Β,) <+% (n= 1,2,.…). 
对 于 任 一 ΕΕ wy x ody , 记 
E,:= EN(XxB,) (n= 1,2,), 
则 (E, ) 为 分 别 位 于 X x B, 中 的 两 两 不 交 的 .x x .办 可 测 集 列 ( 参 见习 题 
3.19), 且 EE= U E,. 由 上 述 已 证 之 结论 可 知 (gr ) 为 X 上 的 非 负 < ΠΠ 8 
数列 ,于 是 由 


φε(α)Ξ py(E,) = py (CU E,),) = py( U(E,),) 


=.Zipr((E)) = > pr, (x),r EX, 


即 知 ge 为 X 上 的 非 负 ων 可 测 函 数 . 
至 此 ,我 们 证 明了 (1). 下 证 (2). 
(2) 由 定义 ,显然 有 μχ Χμν(Ε)ΞΞΟ(Ε Ευ Χ Ὃν ) 且 μχΧ μν(0) =0; 


现 设 (E,) 为 Xx Y 上 两 两 不 交 的 sh x sy 可 测 集 列 , 记 := U E, , 则 有 


αχ X py( UE,)= | pedpx = ΜΠ = | DE ) dp 


一 | Bp, du 一 τν] pe ἁμι 一 μι x pr(E,). 


n=1 
由 此 证 得 jx x py 是 < X 上 的 测度 . 
现 设 E=AxBE%, 则 有 


Hx Χ μγίΑ Χ Β) 二 | ped 一 | p(B)xadix 二 ux (A) . μν(Β). 


此 外 ,由 假定 px 与 py 均 为 c 有 限 测度 , 则 在 X 与 Y 上 分 别 存在 两 两 不 
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交 的 可 测 集 列 (A, ) 与 (B, ) 满 足 : 
X=U4ux(hA)<+o (i= 11203), 


Y=UB,p(B) <+% (= 1,2,.), 


于 是 , A, x BE&(i,j=1,2,…), 且 


ΧΧΥ- U(A,xB,), 
ΗΝ 
αχ x Ly (A, xB,) 一 Lx (A,;) κ μν(8,) «ο (1.7 二 1,2,.…), 


此 即 说 明 jx x jy 为 o 有 限 测度 . 

最 后 ,由 以 上 所 述 以 及 引 理 ,引用 定理 3.3.3 即 得 定理 所 指 的 “惟一 性 ”. 

至 此 定理 证 毕 . 

定理 5.3.3(Fubini) 设 (X,sw ,px) 和 (Y,sy ,py ) 为 两 个 o。 有限 测度 
空间 ,其 中 Wx ,Sy 分 别 为 X,Y 上 的 oe 代数 ,了 为 (Xx ΥΩ. x wy ) 上 的 可 测 
函数 . 

(1) 若 f€EL(XXY,px X py), 则 存在 jx- 零 测 集 A 与 uy- 零 测 集 B, 今 


- . κ μμ. 
φίσ) := γ) := 3 


0,ΣΕΑ, 0,νΕΒ, 


(2) 若 | 媚 的 两 个 累 次 积分 中 有 一 个 为 有 限 , 则 另 一 个 也 有 限 , 且 此 时 Γ 
在 XXY 上 可 积 ,同时 (x ) 式 成 立 . 
证 (1) 首 先 , 设 f= x (其 中 EE yy xsw), 则 


φία) = | fds = | ,Cxe) ἁμν = ΚΠ = μνίξ,),αΕ Χ. 
由 定理 $.3.2(1),9 ἌΧ 上 的 非 负 ων 可 测 函数 ,又 由 定理 $5.3.2(2 )， 
| fdpx Χαν = Γι νχεάμι Χμν = px Χμν(Ε) Ξ | gdp. 


再 由 积分 的 线性 性 质 可 知 , 当 为 XxY 上 的 非 负 简单 函 数 时 ,也 有 
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其 次 , 设 /为 XxY 上 的 非 负 ον x sy 可 测 函数 , 则 存在 Xx Y 上 的 非 
负 简 单 函 数 的 不 减 序列 (f ) 满 足 : f(z,y) 人 和 f(z,y)((z,y)EXXY). 记 


φ,(α) := | Cdpy,z ΕΧ, 
则 有 
ΜΙ Χμν = | gdpx (n 三 1,2,…)， 


又 由 (也),《y) 人 和 f.(y)(y€EY) 可 知 (g,) 为 X 上 非 负 以 可 测 函数 的 不 减 序 
列 , 记 g, (zx) φ(α)(σΕΧ). 对 上 述 两 式 先后 应 用 Levi 定理 , 即 知 当 三 为 X 
x Y 上 的 非 负 可 测 函 数 时 ,仍然 有 


| am Χμν = [.ρ4μι. 
最 后 , 设 /为 XxY 上 的 一 般 Xx sw 可 测 函 数 , 且 在 ΧΧΥ 上 可 积 , 令 
ρ'(α) = | (Fd,r EX, 
则 op 与 p 均 在 X 上 非 负 sw 可 测 , 且 由 
可 知 φ' 与 gp 均 在 X 上 非 负 可 积 ,从 而 在 X 上 wa.e. 有 限 . 15 
4=X9 --οο)  Χίφ᾽ =+oco)， 
则 px(4)=0. 再 令 
9 二 (2 -9 )Xu， 
则 g 为 X 上 的 可 积 函数 ,是 当 zEA 时 p(z)=0, 当 zEA4c 时 ， 


I 


ρία)Ξ φ'(α) -9 Cz)= | dpy - {Cf dp 


i 


| dpyy -- ἂμν = | Aduv， 
此 外 ， 


fs 三 和 王 y Th 和 1 ΓΠΣ Xs ος ᾱρ 
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[νο ἁμα 加 | ἀμχ 
= | 9 dex - | edu 
Ξ | 7 ἁμκ X Ary 一 | 六 dpx X py 


=| fdpx Χ py. 


XxY 


同 理 可 证 ,存在 yy- 零 测 集 B 以 及 定理 叙述 中 的 相应 的 y, 使 得 
| am X py = | ydpx. 

(2) 注 意 到 上 述 关于 “了 为 XxY 上 的 非 负 可 测 函 数 时 ”的 证 明 的 结论 : 
| wy dex Χ µν = 上 | φάμχ. 


且 将 上 式 中 的 了 视 作 | ΕΙ, 当然 视 作 由 |f| 相 应 所 得 的 函数 , 则 知 当 p 在 X 
上 可 积 时 ( 即 所 谓 的 函数 | f(x,y)| 的 “ 先 xz 后 y 的 累 次 积分 值 有 限 "), | 了 | 在 
XxY 上 的 积分 值 也 有 限 , 即 | /| 在 XxY 上 可 积 ,此 等 价 于 和 在 XxY 上 可 
积 . 然后 再 由 (1) 即 证 得 (2). 

至 此 定理 证 毕 . 

δι ἴα, ER(n,m=1,2,… ο ws 
绝对 收敛 , 且 | 

区 一 2 -DD 

证 事实 上 ,只 需 在 Fubini 定理 中 ,特别 取 X= Y= --- 
kx = py=A(XN) 上 的 计数 测度 ) , Γέπ, πι) 0,((n,m)ENXN), 则 .a 
X -- ΘΧΝ) ΧΟΧΝ)ΞΟΧΝΧΝ),μχΧμνιτμι Χμ. Ἢ ΧΝΧΝ) Εμθἠ κι 
度 , 矿 当 然 为 NxN 上 的 红 N)x 纪 N) 可 测 函 数 ,于 是 由 该 定理 (2) 即 得 所 证 . 

例 2( 积 分 的 几何 意义 ) 设 (X,w,4) 为 一 o 有 限 测 度 空间 ,上 为 X 上 的 
非 负 有 限 值 可 测 函 数 , 记 

4(Ε, f) :二 Γέα, ν) | (αγ) Ε Ε χΗΕ,θς νς /(α)Ι,Ε 6 Ὡ, 
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则 有 9E,f) 为 (XXxR,wx .4p Xm) 上 的 可 测 集 , 且 
μπε, ϱ) = | fay. 
证 令 
φία,ν) = ν»φία,ν) - [(α),(α,ν)Ε XXR, 
则 对 于 任 一 EE€ ,a ER,， 
ΕχΧΕίφῳ»α)}-ΕΧία, 15ο5}Ε ωχ, 
ExR(y>a)= E(f>a)xRE ωχ, 
即 g 与 yy 均 在 XxR 上 wxY 可 测 , 由 此 可 知 ， 
HE; βϱ) - (ΕΧΚίΦΞ:0)) Π (ΕΧΒίφε φ)) 
为 XxR 上 的 .xz 可 测 集 . 从 而 


μΧπι(΄(Ε; ϱ)Ξ | αχκει ρἆμ Xm 


Xx 


= | m8; 1) dn = | f+ χεάμ = [Αμ 


85.4 广义 测度 
5.4.1 广义 测度 的 Jordan-Hahn 分 解 
定义 5.4.1 设 (X,w) 为 可 测 空间 ,如 果 集 合 函 数 
yi:W > (— oo,+oo] 
满足 :(1)y(2)=0; 
(2) 若 (E, ) 为 以 中 两 两 不 交 的 序列 , 则 
ΒΕ.) = DaulE,), 


那么 就 称 v 是 (X ,< 上 的 一 个 广义 测度 . 
又 , 若 |v(X)1< + %, 则 称 v 为 有 限 广义 测度 ;车 存在 以 中 的 序列 (EE, ) 
使得 X= UE, 县 lv(E,)1< + oo(z=12，…), 则 称 ， 为 = 有 限 广义 测度 . 
易 证 ,上 述 定义 条 件 (2) 中 等 式 右 端的 级 数 若 收敛 (于 有 限 值 ), 则 必 为 绝 
对 收敛 . 
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注 类 似 地 ,可 给 出 v:>[ - co, + co ) 为 广义 测度 的 相应 定义 . 
δι 设 z 为 (X, 上 的 测度 ,六 为 X 上 的 以 可 测 函 数 , 且 [ΥΓ du < 
+ co ,定义 集合 函数 y: 
ν(Ε) = | raw,E Ea, 


则 5 为 (X,:) 上 的 一 个 广义 测度 . 特别 地 , 若 fEL(X;y), 则 由 上 式 定义 的 
ν 是 (X ,ww) 上 的 有 限 广义 测度 . 

需要 指出 的 是 ,广义 测度 并 不 具有 测度 的 所 有 性 质 ,例如 ;由 例 1 可 知 , 广 
义 测度 一 般 不 具有 单调 性 . 特别 地 , 设 开 ,FEsECEF 且 (FE)=0, 此 时 并 
不 能 推 得 vy(E)=0. 但 是 ,由 定义 易 知 ,广义 测度 还 是 具有 下 述 较 弱 的 性 质 : 
车 E,FE,ECF Hy(F)<+%, 则 y(E)<+o%. 

定义 5.4.2 设 v 为 (X, 以 上 的 广义 测度 . 车 集 EE 以 满足 :对 于 任 一 
AEw, 均 有 


νΑΩΕ)Ξ0 (v(ANE)<O), 


则 称 E 为 关于 ，* 的 正定 集 ( 负 定 集 ) ,简称 为 v 正定 集 (y 负 定 集 ). 
引 理 1 若 E,E,(n=1,2,…) 为 v 正 ( 负 ) 定 集 , 则 对 于 任 一 FE Εῃ 


ΕΙΕΛΕΜΟΕ ΟΕ, 也 均 为 v 正 ( 负 ) 定 集 . 

证 明 留 作 练习 . 

定理 5.4.1 (1)(Hahn 分 解 ) 对 于 (X,s) 上 的 任 一 广义 测度 v, 均 存在 
EE wy 使 得 为 v 正定 集 , 且 FF 为 ， 负 定 集 . 

(2) (Jordan 分 解 )(X, .上 的 任 一 广义 测度 y 均 可 分 解 为 -=y* -ν", 
其 中 v' 与 均 为 .Ww 上 的 测度 且 ， 还 是 有 限 的 . 进而 , 若 v 为 有 限 ( 或 v“ 有 
限 ) 广 义 测度 , 则 ”为 有 限 ( 相 应 地 ,c 有 限 ) 测 度 (ν᾿ Ἡ ν΄ 分 别称 为 v 的 上 
变 差 与 下 变 差 . ) 

证 (1}9 

Bp:= infly(E)1EE 以 为 vy 负 定 集 |， 


则 存在 , 负 定 集 列 (E, ΗΕ ν(Ε,)-5β. 取 B= U E,, 则 由 引 理 1 知 B 为 v 
负 定 集 ,v(B)= 8( 请 读者 考虑 其 理由 , 且 由 此 可 知 PE(- οο.0]). 

Ῥπε ΕΞ B' Ἂν 正定 集 . 用 反 证 法 . ΒΕ Ἐν 正定 集 , 则 存在 Αι € 以 
ΑοςΕ 使 得 v(Ao)<0. 而 A。 不 可 能 为 vy 负 定 集 ,否则 BU A 将 为 v 负 定 
集 且 vy(BUA。)=v(B)+v(A。)<B, 此 与 8 的 定义 矛盾 . 于 是 存在 ,EN; 
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ki = πα 1AE N 且 存在 AE A CC A 使得 v(A) ΕΙ, 


从 而 存在 A,E ,A1C 己 Ao 使 得 v(AU) > 站 此 时 ,As \ Αι ΕΑΝ AIC 
AoCE, 且 
v(Ao Ν Αι) = v(Ao)— νίΑι) ς 0. 
对 A。\ Αι 施行 类 似 于 上 述 对 A。 的 讨论 , 则 存在 ἐ,ΕΝ: 


及 = minjk 1AEN 且 存在 4AE ΑΣ ΑΙΛΑΙ ΕΒ ν(Α) 11, 


从 而 存在 A, Ev, As 忆 Ao \ ΑΙ 使 得 v(A， )> 志 ， 注意 到 ， 


(ΑΟΛΑΙ}ΛΑ; = ΑΟΛ(ΑΙι Ὁ Α;),ΑΙ {|Α:ΟΑ0,ΑΙ ΠΑ; = ὦ, 
于 是 
(AN\(4A 0 Α.)) = ν(Αο) -AD)+A))<0. 
如 此 以 往 , 一 般 地 ,车 &, ΠΑ, 已 确定 , 则 令 


ἐωι = minlt 1 k EN 且 存在 A E A C Ao\ ΠΑ, ΜΑΝΑ) Ξ 11, 
且 设 
A € WA CA ΌΛΑ) χε. 
此 时 ， 
VA CAA ΠΑ, - ZF) ΒνίΑιΝ Ua) «ο. 
由 此 得 到 数列 (&, ) 及 其 /中 相应 的 两 两 不 交 的 序列 (A, ), 且 总 A,CA. 而 
ΟΙ 
Σ ες Σονία.) = (UA,) «κα 

推 得 mm- =0. 

现 令 Bu: = ho \ U A,, 则 Bo 为 ， 负 定 集 . 事实 上 ,如 若 不 然 , 则 存在 
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BE ,BCB, 使 得 v(B)>0. 由 于 li 六 =0, 因 此 存在 如, >1 (ΕΒ ν(Β)2: 


1 
Ἐς ἌΤΙ 


~ eg 2 
v{(BUA,)= rv(B)+ Ανα ες στ) 
Ἡ ΒΟΑ, Ao \ Ὁ Α, ,这 与 名 的 定义 矛盾 . 此 即 说 明 Bu 确 是 v 负 定 集 . 
又 由 


ν(Β0) = vAo\ UA) = ν(Α0) -ΣΟΝ(Α,) < (ho) «0, 


n=1 


且 注 意 到 Εις Αις Ε(Ξ B'), 可 推 得 
v(BU Bo) = ν(Β) Εν(Βι) «ν(Β) = β, 
这 又 与 8 的 定义 矛盾 . 这 就 证 明了 (1). 
(2) 取 (1) 中 关于 v 的 Hahn 分解 多 =EUFE' ,其 中 下 为 v 正定 集 ,F Ἣν 
负 定 集 . 令 
ν (A):= rv(ANE),v (A)=-y(ANE),AEw, 
则 易 证 由 上 式 所 定义 的 v' 与 即 为 所 求 . 具体 的 论证 留 给 读者 完成 . 
至 此 定理 证 毕 . 
注 1’ 一 般 而 言 ,Hahn 分 解 并 非 惟一 . 
2” 定理 5.4.1(2) 的 证 明 中 由 Hahn 分 解 导出 的 Jordan 分 解 不 随 Hahn 
分 解 的 改变 而 改变 . 即 若 
X=EUF=FUF 
为 关于 v 的 两 个 不 同 的 Hahn 分 解 , 其 中 EE, 下 Ἦν ΙΕΣΕΕ,Ε,Ε Ἂν 负 定 
集 . 则 
vANE)= vANF), ANE)= vy(ANF),AEw. 
上 述 两 点 的 详细 论证 留 给 读者 完成 . 
3" 车 μι 与 £2 为 (X ,ww 上 的 两 个 测度 ,有 量 μ2 有 限 , 令 
ν(Α) - µι(Α) -pA),AEw, 


则 易 知 y 为 (X,w) 上 的 广义 测度 , 且 当 μι 有 限 ( 或 。 有 限 ) 时 ,vy 也 有 限 ( 相 应 
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地 ,oc 有 限 ), 因 此 ,Jordan 分 解 即 为 此 命题 的 反问 题 . 
5.4.1 广义 测度 的 绝对 连续 


定义 5.4.3 设 4 为 (X,w) 上 的 广义 测度 , 令 
lgl(A):= μ᾽ (Α}5 μ᾽ (A),AEw, 


则 称 |w | 为 y 的 全 变 差 . 
注 ”由 于 历史 的 原因 ,上 述 的 |y1(A ) 并 不 是 |y(A)| ,一般 地 只 成 立 


即 广义 测度 jy 的 全 变 差 |m | 不 能 视 作 数 值 函数 μ 的 绝对 值 函 数 . 请 读者 自行 
完成 上 述 不 等 式 的 证 明 以 及 等 号 不 成 立 的 实例 的 构造 . 

由 定义 5.4.3 以 及 定理 $.4.1(2) 可 知 ,(X,s0) 上 的 广义 测度 y 的 全 变 差 
jl 是 (X,w) 上 的 测度 , 且 车 w 有 限 (或 co 有限), 则 |p | 也 有 限 ( 相 应 地 ,o 有 
限 ). 

定义 5.4.4 ἐμ ᾽ν 均 为 (X,w) 上 的 广义 测度 ,车 对 于 任 一 AE wy, 当 
|py1(A)=0 时 都 有 vy(A)=0, 则 称 v 对 于 jp 是 绝对 连续 的 , 记 为 yj. 

引 理 2 设 j 与 v 均 为 (X,.w) 上 的 广义 测度 , 则 下 述 三 条 件 相 互 等 价 : 

(1ν«μι 

(2}ν᾽«-μ Ην «μι 

(3)|ν|«ς|μἰ. 

引 理 2 的 证 明 留 作 练 习 . 

定理 5.4.2 设 v 与 4 均 为 (X,w) 上 的 广义 测度 , 且 vv 有限, 则 vy 的 
充 要 条 件 是 :对 于 住 一 e >0, 存 在 8>0, 当 AEw 且 |p1(A)<6 时 , 恒 有 
|vi(A)<e. 

证 明 留 作 练习 . 

注 易 证 ,关系 “<" 具 有 反 身 性 ( 即 μ-μ) ΒΕ 8 (ΕΠΣ μι «-μ, 且 
μεμα, δὴ μι««μι). δὲ μ ὃν 为 (X,wy) 上 的 两 个 广义 测度 ,车 成 立 vn Β 
Ly, 则 称 .jy Ὃν 是 等 价 的 , 记 为 ws 


5.4.3 Radon-Nikodym 定理 


引 理 3 设 j Ὃν 均 为 (X,w) 上 的 有 限 测 度 ,yp 上 且 v(X)>0, 则 存在 
e>0 与 AE 以 使 得 jy(A)>0 且 A 是 关于 广义 测度 (y - ey) 的 正定 集 . 

证 令 久 : =v 一 二, 则 为 (X,D 上 的 有 限 广义 测度 ,于 是 关于 wm ΤΕ 
在 Hahn 分 解 X=E,U(E,)', 其 中 Ε, Ἣν, ΤΕΕ, (ΕΙ): Ἂν, 负 定 集 (n = 
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1,2,…). 记 
E:=UE, (E =A(E,)), 
则 EC(E,) (n=1,2,…). 由 于 (EE,)' 为 w- 负 定 集 , 因 此 
νΕ') - ἐμ(ξ) ΞνΕ) κο (η 5 1,2"). 
因为 ， 是 测度 ,所 以 上 式 等 价 于 
0<uE)<H(E) (n=1,2,), 


令 2 一 oo ,注意 到 ww 有 限 ,得 v(E)=0. Η ν(Χ)20,Π ΤΙ ν(Ε) 20. 再 由 
vx, 即 知 μ(Ε)20. 
于 是 


oo 


Dn(E) nu(E) 20, 


πε 


由 此 可 知 , 存 在 NEN 使 得 μίεν)»9. 取 A= Εν 以 及 e= 坟 , 即 得 所 证 . 


定理 5.4.3 (Radon-Nikodym) 设 v 与 wx 分 别 为 (X, 以 上 的 co 有限 广义 
测度 与 c 有限 测度 . 车 yp, 则 存在 X 上 ya.e. 有 限 的 可 测 函 数 f, 使 得 


ν(Ε) = | fdpsE Ευ, 


且 7 在 /等 价 的 意义 下 是 惟一 的 ( 即 若 同时 有 g 使 得 v(E)= | κἀμίεΕ«, 


则 ία) Ξρία)µ-α.ε. Τ Χ). 

证 Ἐν(Ε)-οίΕξεω),π|Β ΞΕΝΗ. 下 设 "不 恒 为 零 . 

由 于 本 定理 的 证 明 比 较 元 长 ,因此 先 交 待 一 下 论证 的 基本 思路 . Ην 与 
μΏ)Ἀσ 有 限 的 条 件 ,一 般 总 首先 假定 v 与 wx 均 为 有 限 ( 其 理由 见 下 述 第 三 步 
证 明 ) . 在 此 假设 下 ,车 证 得 定理 中 所 述 的 f 的 存在 性 , 则 由 ν 有 限 可 知 
EL(X;p), 表 由 定理 5.1.6(12) 即 得 惟一 性 . 又 由 引 理 2: “yp 时"y!' « 
μΒν &p” ,我 们 可 进一步 假定 v 与 w 均 为 有 限 测度 . 以 下 的 证 明 , 就 是 基 
于 此 想法 分 三 步 进行 . 

第 一 步 . 设 v 与 4 均 为 有 限 测度 . 


令 


8:= 1f1f 在 X 上 非 负 wf 可 测 , 且 对 任 一 € 以 均 有 | fdp < v(E)!. 
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f=0E€98, 故 9 学 久 , 于 是 


κ... 


且 存在 f, € (n=1,2,…) 使 得 


tim] fer = Wl] Sarl. 


令 
8.5 ,Sup, | 大 | (n = 1,2,.…), 
Να, 在 X 上 非 负 可 测 , 且 必 存在 Εἰ) Ew (k=1,2,…,n) 使 得 
ΕΡΕ” = σαβριχ-ὔειν, 
gn(X) = DC) em (α) να EX (n= 1,2,…). 
于 是 加 


gdp = Σ᾽ hdn < Ὅ)ν(Ε ῃ Ες) 
έξι k=1 


Ἐπεί 
= vy(E),E EA (n= 1,2,.…). 


此 即 说 明 g, ΞΘ. 
ΒΦ ff: = suplf, 1, 则 了 在 X 上 非 负 可 测 , 且 0<<g, (x) 人 f(zr)(rEX), 
于 是 由 Levi 定理 知 γΕ42,Β 


a := lim| fd < | /an 
(事实 上 由 ΓΕ πα! | άμα). 


现 证 上 述 所 得 的 f 即 为 所 求 . ΒΞ χε 2, πῃ o< | ans 


v (E)(EE WD); 同时 由 vy(X)<+% 知 fEL(X,p), 则 f(z) 在 X 上 ja.e. 
πμ . 令 


ν(Ε) := ν(Ε) -| au, Εω, 


则 νο 显然 为 (X,s) 上 的 测度 , 且 由 yp 知 m< 委 Ap 又 由 m(X) 委 vv(X)< 
+ co 知 wo 为 有 限 测 度 . 下 证 : w 在 x 上 恒 为 零 ( 由 此 即 得 [αμ -ν(Ε)᾽ 
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(EEw)), 这 等 价 于 w(X)=0( 因 为 vo。 是 测度 ). 用 反 证 法 ,如 若 不 然 , 则 由 
引 理 3 知 , 则 存在 s>0 Ἡ ΑΕ 9,18 μ(Α}»0 Η Α 是 (y, - εμ)-ΙΕΊΕ3Ε, 
即 


εμ(Ε NA)S<u(ENA)= ν(Ε ΓΑ) -| au,E € ω, 
亦 即 
εμ(Ε ῃ Α) ΠΝ; «νίΕΠΑ),ΕΕ. 
令 g=f+exa,; 则 g 为 X 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 对 于 任 一 Ey, 有 
πο ο. ο ών 
<| ,fdr Ἐν(ΕΠΑ)ς«νΕΛΑ) εν(Ε ῃ Α) = v(E), 
因此 κΕ5. 但 另 一 方面 ， 
| gd = | wan Γεμ(Α) Ξα τεµ(Α) 2α, 


这 与 a 的 定义 相 了 矛盾 ， 

在 目前 的 假定 下 ,惟一 性 "如 本 证 明 开 始 所 述 , 故 略 . 

第 二 步 . 设 v 为 有 限 广 义 测 度 , wx 为 有 限 测度 . 

由 Jordan 分 解 知 ,v=v' -ν Βν 与， 均 为 有 限 测度 . 又 由 引 理 2 
ιν 6«μῆν «μ. 于 是 由 上 述 第 一 步 所 证 之 结论 可 知 ,存在 φ,ΦΕΙ,(Χ, 
μ), {818 


[Ἠράμ Ξν' (Ε),[Φ4μ =y (E),EE€ ww. 
令 f:=gp--y, 则 /EL(X,1), 且 成 立 


ν(Ε)- ν' (ΒΕ) ν᾽ (E) = [Ἠράμ -| san 


= [ο - φ)ὰμ = | an,E E 以 


如 前 所 述 “ 惟 一 性 ”的 证 明 略 . 
在 下 一 步 证 明之 前 ,我 们 指出 :在 y 等 价 的 意义 下 ,p = /' ,y= /- (参见 
习题 5.46 ) 
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第 三 步 . 设 v 为 a。 有 限 广义 测度 , wx 为 c 有限 测度 . 
注意 到 广义 测度 具有 性 质 :“ 若 E,FEwW,ECF 且 y(F)<+%, 则 
ν(Ε)« + co", 于 是 由 ， Ἡμ 均 为 s 有 限 易 知 ,存在 两 两 不 交 的 以 可 测 集 列 


(E,), 使 得 X= U Ε, 且 同时 满足 : 
|ν(Ε,}} «1 οο,μ(Ε,) «15ο (n=1,2,). 


4 


ν,(Ε)ΙΞν(Ε, ΩΠΕ).,μ,(Ε) := p(E, (VE),E EN (n= 1,2,.…), 


则 与 im 《n=1,2,…) 分 别 为 有 限 广义 测度 与 有 限 测度 . 

对 于 任 一 nEN, 若 pj,(E)=0, 即 (EE, 门 E)=0, 则 由 yp 可 知 v,(E) 
Ξν(Ε ΠΕ)-ΞΟ, Εν, «μ,. 于 是 由 第 二 步 所 证 之 结论 可 知 ,存在 
EL(X,p ) 使 得 


w(E) = | Λάμ, = ρε) δα. Ε εα. 


(第 二 个 等 式 成 立 的 理由 ,参见 习题 5.47. ) 注 意 到 
| ἐπε“ Ξ | fx, ἀμ, 


即 知 {χε EL(X,p). 


再 令 f: = δὴ χε, ,由 Ε, Ε 以 两 两 不 交 ( 则 {χε = {χε )Β χε E 


L(X,p)( 则 在 XX 上 y-a.e. 有 限 ) 易 知 ,了 为 X 上 的 -a.e. 有 限 的 可 测 函 数 ， 
且 


f = 7) χε, 三 χε, = (万 六 χε,» 
结合 上 述 第 二 步 所 得 的 结论 , 则 有 
(9) CE)= | Cf) ἀμ. = [Γ᾽ xe ἁμ,Εε 


注意 到 ,由 定理 5.4.1(2) 证 明 中 的 广义 测度 的 下 变 差 的 定义 可 得 (v, )-(X) 
Ἔν (Ε,). 于 是 ,由 


to > = Dy (E) = Σω ο) 
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= > χε ἀμ = | 了 ἀμ, 
即 知 /在 X 上 关于 测度 wx 的 积分 存在 . 从 而 推 得 


νίξ)- PE, ῃ Ε) - Ὃν, (Ε) - Στ χε ἀμ 


一 Ὁ fx dp = Ὁ, fdx = | au,E Ευ. 
最 后 ,由 f, τεμ, 等 价 意义 下 是 惟一 的 ,可 知 fxs τεμ 等 价 意义 下 是 惟 


一 的 ,由 此 即 知 三 = Sf,x。 在 4 等 价 意义 下 是 惟一 的 .( 详 细 说 明 贸 给 读者 
完成 .) 

至 此 定理 证 毕 . 

注 ”Radon-Nikodym 定理 结论 中 的 等 式 


ν(Ε) = | fdE € 
也 记 作 
= 由 或 dy = 
ΕΞ αρ» ἂν = an， 


并 称 f 为 Radon-Nikodym 导数 . 

附注 为 了 今后 在 泛 函 分 析 中 的 应 用 ,我 们 给 出 以 下 概念 ,以 此 结束 本 
章 . 

ἜΝΙ 设 (X,s0) 为 可 测 空间 , Χο, f= ι Εἰν, ἘΠ ανν XR， 
车 与 y 均 为 以 可 测 函 数 , 则 称 f 为 .YY/ 复 值 可 测 函 数 . πμ 为 (X,s) 上 的 
测度 , 若 x 与 均 在 EE .vy 上 积分 存在 (或 可 积 ), 则 称 f 在 E 上 积分 存在 ( 相 
应 地 ,可 积 ), 且 定义 


| an = | ud + || vdx. 


请 读者 自行 考察 一 下 ,以 前 讨论 的 拓 广 实 值 可 测 函 数 及 其 积分 中 ,哪些 性 
质 与 定理 对 于 复 值 可 测 函 数 仍然 成 立 . 例如 : 复 值 可 测 函 数 ΚΕ! (ΕΗ {π 
当 |f1EL(E), 且 此 时 成 立 


ου. 
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定义 2 设 (X, 当 为 可 测 空间 ,如 果 集合 函数 
νιώ-»ςο 
满足 : 若 (E, ) 为 以 中 两 两 不 交 的 序列 , 则 


oo 


(UE,) = Dv(E,), 


n=1 


那么 就 称 y 是 (X,.w) 上 的 一 个 复 测度 . 
注意 ,车 v 为 复 测度 (或 有 限 ( 广 义 ) 测 度 ), 则 vy( 名 )=0 可 由 v 满足 的 可 
列 可 加 性 推 得 . 
可 以 类 似 地 给 出 复 测 度 的 绝对 连续 的 概念 ,不 再 蒙 述 . 
我 们 在 此 特别 指出 ,Radon-Nikodym 定理 条 件 中 的 v 为 复 测度 时 ,定理 结 
论 仍然 成 立 , 当 然 定 理 结论 中 的 Γ 为 复 值 u- 可 积 函 数 . 
习 题 
1. 设 在 Cantor 集 P 上 定义 函数 /(x)=0, 而 在 [0,1] \ P 中 长 为 1/3" 的 区 间 上 定义 
为 n(n 二 1,2,…). 试 求 : | fdm. 
[0,1] 
2. 设 (X,.Y,) 为 一 测度 空间 ,EE Ωω, 为 Xx 上 的 非 负 可 测 函 数 , 令 
| 人 若 {α)«, 
f(r) = 
0， 车 f(x)>n， 


ας (n= 1,2,.…). 


试问 : lm| {, dp = | ,fax 成 立 否 ? 


3. 设 (X ,1,4) 为 一 测度 空间 ,EE 以 ( /,) 为 上 非 负 可 测 函 数列 ,县 lim 六 dx= 0. 


证 明 ;f, 二 0 于 EE. 
4. 设 (X ,yp) 为 一 测度 空间 ,EE x 且 μίΕ)«ς 1 co,( 扩 ) 为 下 上 ae 有限 可 测 函 数 


列 .证 明 : 太 0 的 充 要 条 件 是 Jo | τι τάμ-ο. 
ος ο τος 9g 为 非 负 可 测 函数 ,定义 集合 函数 y: 
νΕ) = | wdu,EE 尽 
证 明 :v 为 x 上 的 一 个 测度 , 且 对 任 一 非 负 可 测 函 数 / ,成立 
[μὰν - | edu, E ω. 
6. 设 g&(z)= Xinys)(z),zER, 忆 为 R 中 的 区 间 , 广 为 R 上 的 Borel 可 测 函 数 , 试 求 ; 
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7. 设 (X ,六 AD) 为 一 测度 空间 , f 了 EL(E),E,=E(|f| 宇 n) (n=1,2,…). 证明: 
limnp(E, )=0. 
8. 设 (X, Ap) 为 一 测度 空间 ,EE.y AEL( 开 ), 且 对 于 任 一 有 界 可 测 函 数 p ,都 有 


| 六 wan = 0. 


证 明 : γ-Ξ0α.6. ΤΕ. 
9. 设 (X,.y,x) 为 o。 有 限 测度 空间 , Γ.Ε 为 可 测 函数 , 且 


[μὰ = | gduE € ή, 


证 明 : f(x)=g(xr) a.e. 于 X. 
10. 设 fEL(R,m), 令 
Ε(α) = | fdm(x € R), 


《co 


证 明 : 对 于 任 一 e>0, 存 在 56>0, 对 于 RR 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 | (a ,& )| 当 其 
总 长 度 忆 (如 σακ)ςδβ, 1 


>)| FL(w) - Fla)| < e. 


( 注 : 上 述 结论 的 叙述 即 为 “已 为 R 上 的 绝对 连续 函数 ”的 定义 .) 
1. 设 (X,-y,w) 为 一 测度 空间 ,为 X 上 的 可 测 函 数 ,E,E .Mn=1,2,…). 证 明 : 


(8 Ε, ΚΕ,Β [αμ 存在 , 则 
| fdx = ΤΊΝΟΣ 
E πτ-οο ει 
(2}8 ΕΝ Ε.Β {ΕΙ (Ει), 
| fax = lim fqn. 
Ε 站 下 oo Ε, 


12 (Jensen 不 等 式 ). 设 (X,.y,A) 为 一 测度 空间 ,wa(X)=1 ΕΓ(ΧΤΒ f(X)C(a, 
5),9 为 (a,5) 中 的 凸 函 数 ,证 明 : 


ΓΝ 和 | pmdr 


(其 中 -οοξα «δε ου), 
13, 利用 12 题 的 结果 ,证 明 : 


(4) ΠΠ εως oe (其 中 Dy a [ναι >0,7 ΕΕ(ΕΞ Γρ η): 
ἐ-ι ἐ-ι 下 二 二 μ 
ΑΡ, BF 1 1 
(2)( Young ἜΘ) ΑΒΕ + 了 (其 中 + 二 =1,pE(1,+%),A,B>0). 


14(Halder 不 等 式 ). 设 (X,:Y,y) 为 一 测度 空间 , /与 g 为 XX 上 的 可 测 函数 , 且 斑 + Ξ 
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二 1, 证 明 : 

ΟΙ. 

ϱ) [. 1/-εἰἁμ2»{{ν Ald) (| 1εΙ κ) νρείο,). 

15(Minkowski 不 等 式 ). 设 (X ,wm ) 为 一 测度 空间 ,/ 与 & 为 X 上 的 可 测 函 数 ,证 明 : 

ΠΝ [γἑαἰ7ἀμ)’ε(]. [/|’4μ} 十 (上 lgl*du) perl， + 00); 

1 1 1 
a rae)’ar) > αμ) + (| aldr)’ ,pe 0,1). 
16. 设 (X ,yw) 为 有 限 测度 空间 , φ 为 有 限 可 测 函 数 , 令 
g(7) = Apno(- cr]),rER， 

Πεββι (1) (Β)Ξμίφ '(B)), BE 

(2) | Jams= | fpdpsfEL(R, ma). 

ο Ρος ο 1 41d 
民 十 co, 证 明 

(1) 存在 可 测 函 数 /, 使 得 >)/, = / ae. 于 Ε 

Qf € LE), 且 有 | au = ΣΟ fdp. 

18. 设 (X,:y,p) 为 一 测度 空间 ,(E, ) 为 单调 增 可 测 集 列 , Χ 上 的 可 测 函 数 了 在 每 一 
(n=1,2,…) 上 可 积 , 且 lim| |fldx<+%, 记 EE= limE,. 证明:/EL(E), 且 有 


| sf dp 一 ἴπι 5, f dx ᾿ 


19. 设 (X,.Y) 为 一 完备 测度 空间 ,EE .yf (n=1.2,…) 为 EE 上 a.e. 有 限 可 测 函 
数 , lim 二 fa.e. 于 EE, 且 存 在 常数 KK, 使 得 


| [dn<K (= 1,2.""'). 


证 明 ; {ΕΙ (Ε). 
20. 设 (X,Yp) 为 一 测度 空间 ,EE [νε EL(E)(n=1,2,…), lim/,=/a.e. 于 
Ε.Β. 


ΠΝ |, |4μ Ξ |, 1 三 | dr 
证 明 : 在 任意 可 测 子 集 eCE 上 ， 


Ίσα) de = | {1 ay. 


21. 设 由 [0, 避 中 取出 x 个 上 可 测 子 集 EE ,上 ;,…,E, ,假定 [0,1] 中 任 一 点 至 少 属于 
这 个 集中 的 g 个 . 证明: 存在 &E i1,2,…,n| 使 得 πιΕι οί. 
22. 设 /EL(R,m), 则 存在 R 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 列 (g, ) 使 得 


lm] |f-g|dm=0. 
23. 设 /EL([a,6],m), 证 明 : 对 于 任 一 e>0, 存 在 多 项 式 已 ,使 得 
lf-Plaw <e. 
24. 设 /EL(R,m),1 为 RR 中 的 区 间 , 证 明 ; 
Ίσα (1) 7(z)sintrdz = 0. 
25. δ f€EL([0,1],m,), 且 对 任 一 cE[0,1], 总 有 
| do = ο, 
证 明 : f(xz)=0 m-a.e. 于 [0,1]. τ 
26. 试 从 [一 = > 1)” zzE(0,1) ,证 明 : 


In2 = > ΠΣ 


27. 证 明 : | [in Ld -- Dy (p >-1). 
28. 计算 ( 需 说 明 运算 的 合理 性 )， 


加 | 
ΠΠ παν το . 


(2) ΓΝ σος 


29. 设 f(z,t) 当 jt-to|<5 时 为 z 的 在 [a,5] 上 的 RR 可 积 函 数 ,又 有 常数 KK, 使 得 
(2/20 < Keeble 
证 明 ; 
Ιλ ο 
30. 设 (X,A ) 与 人 y ,yw ) 为 两 个 可 测 空间 , 令 


ΞΙΑΧΗΙΑΕωΒΕ «ΔΙ, 
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证 明 :K('6) 是 由 可 表 为 《中 有 限 个 两 两 不 交 的 元 素 之 并 集 全 体 所 成 之 集 族 . 
31. 设 A(z) 在 R*? ΓΙ. 可 积 ,g(y) 在 R" 上 L 可 积 . 证明 :f(x)g(y) 在 R*XR* 上 L 
可 积 , 且 


| f(x)g(y)drdy = [f(r)ar ， |ecooay: 
RP κα” Rp? κ’ 
32. 设 D=[0,1] x[0,1], 定 义 f:D 一 R 
ου (x,y) # (0,0), 
fry) Ξ4{α Ἐν) (zx,y) EE. 
0， (ανν) = (0.0), 
证 明 :了 的 两 个 累 次 积分 存在 且 相 等 ,但 / 在 D 上 不 上 可 积 . 
ο ο ο πο 
ΓΡ 
34. 试 由 二 = | 。 “de(z>0)，, 计 算 积分 | ”sm-<dz( 需 说 明 运 算 的 合理 性 ). 
35. 设 ECR , 且 对 于 任意 的 zx,yER, 均 有 πι(Ε,) -πι((Ε})--0,ΕΒΗ͂:Ε 不 是 
«χα ας. 
36. 设 上 为 (X,:) 上 的 广义 测度 ,E,FE.Y,ECF. 证 明 : 车 y(F)<+%m, 则 vy(E)<< 
+ 00. 
37. 设 v 为 (X,) 上 的 广义 测度 ,(E, ) 为 两 两 不 交 可 测 集 列 . ἹΕΒῆ. 1.018 Σν(Ε,) 
< + co , 则 此 级 数 必 绝 对 收敛 ， 
38. 设 ， 为 (X,. 力 上 的 广义 测度 ,下 ,E, (n=1,2,…) 为 v 正 ( 负 ) 定 集 ,证 明 : 对 于 任 


一 FEw,ENF,E\F 以 及 UE, 均 为 正 ( 负 ) 定 集 . 
39. 举例 说 明 : 存 在 (X ,. 轨 及 其 上 的 广义 测度 v, 使 得 X 关于 v 的 Hahn 分 解 不 惟一 . 
40. 设 ”为 (X,, 切 上 的 σἜΠΗΓ ΧΙΒΙΕ,ΧΞΕΙΙΕ 为 关于 v 的 Hahn 分 解 ,其 中 三 
ΒΕ 分 别 为 v 正定 集 与 v 负 定 集 , 令 
六 (4) Ξν(ΑΠ Ε)ιν (A)=- vANE),AE, 


证 明 :vy=v* -vy , 其 中 六 为 (X,. 轨 上 的 c 有 限 测 度 ,v 为 (X, 力 上 的 有 限 测度 . 
41. 设 y 为 (X,:2) 上 的 广义 测度 ,X=EUF = 下 FU F Ἐν 的 两 个 不 同 的 Hahn 
分 解 ,其 中 巨 ,F Ἂν ΤΕΕ, ΕΕ Ἂν 负 定 集 . 证明 ; 
νΑΠΕ}-ΞνίΑῃ Ε),νίΑΠΕ}-νίΑαῃΕ),ΑΕυω 


42. 设 y 为 (X,.w) 上 的 广义 测度 ,证 明 : | ν(Α}|«“!ν[(Α) (AE 以 , 且 举 例 说 明 严格 
不 等 式 成 立 . 

43, 设 w 与 ， 均 为 (X, 力 上 的 广义 测度 ,证明 下 述 三 条 件 相互 等 价 : 

(1 和 pei; 

( 2) «μ Ην «μι 

(3)!ν|«(|μ|. 
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44. 设 上 与 均 为 (X,: 上 的 广义 测度 , 且 v 有 限 ,证 明 :v 和 mw 的 充 要 条 件 是 对 于 任 
一 e >0, 存 在 5>0, 当 AE.x 且 lux1(A)<5 时 , 恒 有 |v1(A)<e. 

45. 设 y 与 (k=1,2,3) 均 为 (X,.w) 上 的 广义 测度 ,证 明 : 

(1)ν«Ον; 

(2) 8 νι «όν; Β ν, «νι, ΙΙ νι «νι. 

46. 设 为 (X,.) 上 的 测度 , ΕΙ (Χ,μ),9 


v(E)= [μαμ,εε 
证 明 :(1)v 为 (X,.w/) 上 的 有 限 广 义 测度 ; 
(2)ν (E)= | dysy (Ε)Ξ [μ΄ ἀμ.Ιν|(Ε}- |, |fldu, EE.Y. 
47. Μία Ἄ(Χ,) ΕΠΘΒΙΗΕ, ΕιΕ.ν,ΡΕΓ(Χ,μ),9 
μι(Ε) = µίΕιΏ Ε),ΕΕ 


证 明 : ΓΕ Ι(Χ, μο). Β. 


| am 一 | an, εν 


$6.1 基本 概念 


(1) 设 X 是 一 个 加 法 群 ,F 是 一 个 域 .如 果 存 在 由 下 XX 到 X 中 的 映射 
满足 


(ία, Ἀ)-ἒὅαπ,ας Ε,)ας Χ, 


αίαᾳ Εν) Ξατ ταν, αΕΕ,α,νΕΧ;, 
(a+ β}α - art βι, a, PEF,r ς Ἆι 
α(βτ) = (αβ)α, opPEF,xrEX; 
lx = Xx， ΙΕΕ,αΕΧ, 


则 称 X 为 域 玉 上 的 一 个 线性 空间 (或 向 量 空间 ),X 中 的 元 素 也 称 为 向 量 ， 
(2) 如 果 (1) 中 的 下 =C 或 R, 同 时 存在 由 XX 到 R 中 的 映射 .| : 


r= lzrl|,r€EX, 


满足 

Ὁ zlz0 (ἀΕΧ),Β | α | =0sz=0; 

(1) [αχ | 5|α||α1 (αΕΕ, σΕΧ); 

(ii) lz+yl<lzll+llyl (rz, νΕΧ), 
则 称 (X, |» |) 为 赋 范 线性 空间 (在 不 引起 混淆 的 情形 下 ,也 直接 称 X 为 赋 
范 线性 空间 ) ,映射 上 :| 称 为 范 数 . 

(3) 设 X 为 一 赋 范 线性 空间 , 令 

d(xz,y):= xz-y)| (zyEX)， 


则 4 是 X 上 的 一 个 距离 , 称 之 为 相应 于 范 数 | » | 的 距离 ,或 称 为 由 范 数 
ΕΕ αν 

完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 Banach 空间 . 

以 后 , 当 论 及 赋 范 线性 空间 上 的 距离 时 都 是 指 上 述 定义 的 距离 .于 是 有 


zz 一 工 | 一 0， 


并 称 (x )( 依 范 数 ) 收 敛 于 z. 
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注 由 范 数 的 定义 易 知 有 下 列 性 质 ， 

(1) πα || 8 α 的 连续 函数 , 即 若 x, 一 x, 则 jz ται 

(让 车 zx, γ,-᾽ν, ἴα, Έν,-"σενι: 

(11) 若 aa 一 wxw，7z 一 2L， 则 az 一 ar， 

性 质 (i) (απ) ΗΗ ,线性 运算 关于 X 中 的 收敛 概念 是 连续 的 , 亦 称 之 为 
范 数 与 线性 运算 的 相 容 性 . 

(4) 设 Y 是 线性 空间 X 的 一 个 非 空 子 集 .如果 Y 关于 X 中 的 线性 运算 
自 成 一 线性 空间 ( 即 若 <,yEY, aEF, 则 z+y, arEY), 那么 Y 称 为 X 
的 (线性 ) 子 空间 . 

(5) 设 M 为 线性 空间 X 的 一 个 非 空子 集 , M 中 任意 有 限 个 向 量 的 线性 
组 合 全 体 所 成 之 集 记 为 spanM , 且 称 之 为 由 M 张 成 的 线性 包 ( 或 线性 流 形 ). 
易 知 ,spanM 是 X 的 线性 子 空间 , 且 是 X 中 包含 M 的 最 小 线性 子 空间 . 

(6) 设 M 为 线性 空间 X 的 一 个 子 集 , 若 M 中 任意 有 限 个 向 量 都 线性 无 
关 , 则 称 M 是 X 中 的 线性 无 关 集 ; 又 若 spanM = X , 则 称 M 为 X 的 Hamel 基 
(或 线性 基 ) ;又 车 M<X,, 则 称 X 为 有 限 维 线性 空间 ,上 且 用 dimYX< co 表示 有 
限 维 ;否则 称 X 为 无 限 维 线性 空间 ,用 dimX = co 表示 无 限 维 . 若 X= ;01, 则 
称 X 为 零 维 线性 空间 . 

(7) 设 X 为 无 限 维 赋 范 线性 空间 ,(e, ) 为 X 中 点 列 , 若 X 中 的 任 一 元 素 


α 可 惟一 地 表 为 + = 3 $er ;6 全 下 (此 级 数 当 依 XX 中 范 数 收敛 ) , 则 称 (e ) 


为 X 的 一 个 Schauder 基 . 

易 知 , 若 赋 范 线性 空间 X 具有 Schauder 基 , 则 X 可 分 ， 

(8) 设 Y 为 赋 范 线性 空间 X 的 一 个 线性 子 空 间 , Υ 按 X 的 范 数 显然 为 
一 赋 范 线性 空间 .如果 Υ 按 此 范 数 导 出 的 距离 在 X 中 是 闭 的 , 则 称 Y 是 XX 的 
闭 子 空间 . 

(9) 设 (Xi ，| 1) 和 (X， | 1 >) 为 两 个 赋 范 线性 空间 , 若 存在 Χ, 到 
Χ, 上 的 保 范 线性 同 构 ( 映 射 ) 工 , 即 

1 了 工 是 X 到 X; 上 的 双 射 ,使 得 

T(x+y)= Tr+Ty, rzryEXi， 
T(ar) = αχ, XE Χι,ας Ε: 
2 工 是 保 范 的 : 
| Τα. Ί, - | 省 ，， ας Xi， 


则 称 Χι 和 X, 为 保 范 线性 同 构 , 简 称 为 同 构 . 
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(10) 我 们 不 加 证 明 地 给 出 如 下 的 有 关 赋 范 线性 空间 的 完备 化 定理 : 

对 于 任 一 赋 范 线性 空间 X ,都 存在 Banach 空间 Χ, {18 Χ 与 X 的 某 _ 笛 
密 子 空间 同 构 , 且 在 同 构 意义 下 ,XX 是 惟一 的 ( 称 X 为 X 的 完备 化 ). 

注 可 以 运用 类 似 于 Cauchy 从 有 理 数 定义 等 价 类 来 构造 实数 的 方法 证 
明 上 述 完备 化 定理 ,由 于 论证 过 程 过 于 宛 长 , 故 证 略 .需要 指出 的 是 ,在 定理 
2.2.11 中 我 们 曾经 给 出 了 度量 空间 完备 化 的 存在 性 证 明 ,但 它 并 不 适合 目前 
的 情形 . 然而 ,当时 所 用 到 的 “嵌入 "的 思想 还 是 有 着 根本 的 重要 性 . 当 我 们 学 
习 了 Hahn-Banach 泛 函 延 拓 定 理 以 及 有 关 自然 ( 典 则 ) 映 射 的 概念 后 ,本 定理 
的 成 立 将 是 显而易见 的 ,这 是 后 话 . 


Φ 6.2 Banach 空间 举 隅 
6.2.1 L? 空间 


在 以 后 的 章节 中 , 若 无 特别 的 说 明 ,所 涉及 的 函数 一 般 均 为 复 值 函数 ,不 
再 一 一 指出 . | 

定理 6.2.1 设 pE[1,+%),L? 表示 测度 空间 (X， οὐ, py) 上 使 得 | 1? 
可 积 的 可 测 函 数 了 全 体 所 成 之 集 , 旦 将 a.e. 相等 的 函数 视 为 同一 元 ,在 17 中 
引进 通常 的 函数 的 线性 运算 ,定义 


1/1, = (| dn)”. f€L’, 


则 (CL? ， |. 中, ) 为 Banach 空间 . 

( 注 若 拓 广 实 值 可 测 函 数 满足 | fj*EL(X), 则 f(z) 在 X 上 a.e. 有 
限 ,而 由 于 在 1’ 中 ,我 们 将 α. ο. 相等 的 函数 视 为 同一 元 ,由 此 总 可 认为 f 为 
(有 限 ) 实 值 可 测 函 数 ,而 实 值 函 数 当 然 可 视 作 复 值 函数 ;特别 地 , 若 线 性 空间 
的 数 域 ΕΞ C, 则 我 们 总 是 认定 /为 复 值 函 数 . ) 

证 (1) 设 AgEL2,aEC, 则 显然 有 afE€1?, 且 由 Minkowski 不 等 式 
可 知 f+g€1? ,此 即 说 明 L? 为 ( 复 ) 线 性 空间 . 

(2Η 的 定义 ,显然 有 : 130, Πα |, -1α! | ΓῚ, 
ΕΙ’, a€EC), 由 于 在 17 中 将 a.e. 相 等 的 函数 视 为 同一 元 ,因此 | 了 ,= 
09/50: ΧΗ1 Minkowski 不 等 式 即 知 f+g |], 三 上 fi ,+ |g, 成 立 .此 
即 说 明 | - |, 确 是 线性 空间 的 范 数 . 

(3) 下 证 赋 范 线性 空间 17 的 完备 性 . 设 (/) 为 L* 中 的 Cauchy 点 列 , 则 
存在 子 列 ( 记 ) 满 足 
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δι τν α-ιν2ι”η. 
由 Minkowski 不 等 式 (结合 归纳 法 ) 可 知 
| 


ΠΠ 
οι 1 


κ ΠΟΣΟ μεις (ἆΞ2,3,"''), 
751 
即 
ἀπ p 
πο ο hI) dM 4-23; -), 
πι 了 + 了 


x 
令 k->o0, 由 Levi 定 理 得 
| 0h + ΓΛ ΓΛ |) άμςς Μ» <+ οο, 
记 
ΙΝ -ht 


151 


则 FEL ,于 是 F(z)<+co(zEX), 从 而 存在 有 限 值 可 测 函 数 f, 使 得 


Για) - Αα) ΕΣ ΟΝ (α) f(x) {αλα ΕΧ. 


注意 到 ,由 | 5, (αλ) ης ΙΕ) 可知 |AGz)l 委 |F(z)l2(zEX)，, 因 此 
JE Li 又 由 于 | 户 (z) -zjl2s221F(z)l20zEX), 由 控制 收敛 定理 即 
ΒΓ, - /| ,一 0. 此 即 说 明 Cauchy 点 列 (f ) 中 存在 子 列 (f) 在 L? 中 ( 依 
范 数 ΚΑΤ f, 由 此 易 知 必 有 /一 了 | ,0. 


注 12Η, f 一 了。->0, 则 在 X 上 f(zx)>/(x), 从 而 存在 (f ) 


使 得 f(x) 一 f(x)a.e. 于 X. 但 是 ,即使 jy(X)< του, f(x)>f(z) 


(xzEX), 也 不 能 保证 上 ffi, 一 0. 例如 : 设 X=[0, 1], y=m, /= 
εχω, gw; 则 f(x) 一 0(xER), 但 是 对 于 任 一 pE€11，+ 0), 均 有 


1 lin 1 
| 六 1/47 =| edr = πο" to (η-- ορ). 
“0 0 
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2” 运用 与 定理 5.2.1 类 似 的 证 明 方法 ,我 们 可 得 如 下 结论 . 若 PE [1L， 
+ 0), 则 R 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 的 全 体 《.(R) 在 L*(R) 中 稠密 ;特别 
地 ,C[a, 5] 在 L*[a, pb 中 稠密 .这 就 是 说 , 当 PEL1，+ %) 时 ;L*(R) 是 赋 
予 《.(R) 以 L*( 范 数 导出 的 ) 距 离 所 得 的 度量 空间 的 完备 化 ;特别 地 , 当 p=1 
时 , 即 表 明 在 完备 化 的 意义 下 Lebesgue 积分 确 是 Riemann 积分 的 推广 . 


6.2.2 L” 空间 


定义 6.2.1 设 (X, 以 4) 为 一 测度 空间 ,为 X 上 的 可 测 函 数 , 若 存在 
67- 零 测 集 下 使 得 A(x) 在 Er 上 有 界 , 则 称 了 是 X 上 (关于 测度 w) 的 本 性 有 界 
ΠΤΙ. X 上 的 (关于 测度 w) 本 性 有 界 可 测 函 数 全 体 所 成 之 集 记 为 
三 ”(X ,AD) .定义 
人 AP。 := inflsup | fr) 1! μ(Ε) = 01(= ess sup | f(x) 1), 
E πες “EX 


则 称 外 六 | -为 f 的 本 性 最 大 模 . 
引 理 1 若 AEL”(X,， Ap), 则 存在 μ 零 测 集 E。 使 得 
| fl, οαρ!! f(x) 1 
EE 
引 理 的 证 明 留 作 练习 . 


引 理 2 ΕΤ, gEL (Xp), 则 17F+gl 委 AI +1gl。， 
证 由 引 理 1, 存 在 μ- ΕΝ Ε, ΞΕ, 使 得 


fl = sup{l f(x) 1, gel, = supll g(r)1|, 
“ΕΕ ας Ες 
于 是 有 
[11 1ε}.5Ξ ορ zl+ sup Παβία) 1] 
rE(EIUE,) αΕ(ΕΌ ΕΙ). 


3 up a f(x)+ g(r) 1}5:|Ρ1α]ω. 

定理 6.2.2 L” 表 示 测 度 空 间 (X,.y,y) 上 本 性 有 界 可 测 函 数 全 体 所 成 
之 集 , 且 将 a.e. 相 等 的 函数 视 为 同一 元 ,在 L” 中 引进 通常 的 函数 的 线性 运 
算 , 则 (L” ,| 中。 ) 为 Banach 空间 . 

证 (1) 由 于 有 限 个 零 测 集 之 并 集 仍 是 零 测 集 , 由 此 即 知 任意 有 限 个 本 性 
有 界 可 测 函数 的 线性 组 合 仍 是 本 性 有 界 可 测 函 数 , 即 L” 按 通常 的 函数 的 线 
性 运算 成 一 线性 空间 . 

(2) 说 明 外. 外 - 确 是 线性 空间 L” 的 范 数 . 
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由 上 外 .外 -的 定义 ,显然 有 : | Al -。 兰 0，| α. Ια) (εί. 
aEC); 又 由 引 理 可 知 ,如 果 |A1|。- =0, 那 么 存在 w- 零 测 集 Ει 使 得 
sup {| f(x)11 =0, 注 意 到 在 L” 中 将 α. ο. 相等 的 苯 数 视 为 同一 元 ,因此 f= 
2ΕΕ0 


0, ΒΒ ΓΙ! .-05}-0.ΠΠ5|38 2 即 说 明 范 数 的 “三 角 不 等 式 " 成 立 . 


(3) 说 明 赋 范 线性 空间 (L”, ||» | ) 的 完备 性 . 
设 (/) 为 空间 (L”, | 外. 外。 ) 中 的 Cauchy 点 列 , 若 将 (了 ) 视 作 L”(X,p) 
中 的 函数 列 , 记 
A := ἱπ Τι f(r) 1> ]ωοισεχὶ (k= 1,2,.…), 
Bi := {rll fx) -fz) > δω 


(11, nm 一 1, 2,333), 


ΜΑ, 与 B, , 均 为 w- 零 测 集 ,从 而 已 = (UAi)U( Ὁ B 。) 也 是 4- 零 测 
集 . 此 时 ,我 们 考虑 (f, ) 在 EF 上 的 “限制 函数 列 ”( 仍 记 作 (f,)), 则 (fF ) 即 为 
完备 度量 空间 B(F ) 中 的 Cauchy 点 列 , 于 是 ,存在 ΓΕ ΒΕ ) 使 得 
d(f,, 1) - supll f(x)- f(x)1}—0. 
αΕΕ 
再 将 f 延 拓 为 X 上 的 函数 ( 仍 记 作 了 ), 补充 定义 f(x)=0 (zeEE), 则 
ΕΙ. (X,A). 现 将 与 此 三 对 应 的 空间 ( 工 ”, | . | 。 ) 中 的 元 素 仍 记 作 f， 则 
有 
ή - Ε]ως sup{ll f(x)- f(r) 1 --θ, 
αςξΕ 
即 ( 卢 ) 在 二" 中 ( 依 范 数 | | 。 ) 收 敛 . 
定理 证 毕 . 
注 1 综合 定理 6.2.1 与 定理 6.2.2 得 :1L*(1 志 p 志 + oo) 为 Banach 35 


间 , 且 有 
Halder 不 等 式 : 


ilf:gli<lfl,lgsl, ας ρ«τοο, ου 


Minkowski 不 等 式 : 
f+rgl,< εκ σι, αςξρςτ ο) 


成 立 . 
293 ΧΞΝ, p= jp.( 计 数 测度 ), 则 习惯 上 记 L? ἯΙ’, ΙΡ 中 的 元 素 可 看 
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作 一 数列 x =(&, ). 但 需 注意 ,1? 中 两 个 元 素 相等 是 处 处 相等 , 即 (&,)= (7y,) 
656, =n=1, 2, ---). 

3” 特别 需要 指出 的 是 :%(R) 的 L”- 完 备 化 不 是 L”(R，m ) 而 是 % 
(R)( 此 处 ,%(R):=1fEC(R)|limf(x)=01). 

6.2.3 有限 维 赋 范 线性 空间 

定理 6.2.3 设 (X, |) 为 一 维 赋 范 线性 空间 , 基 为 |el,…,e,|， 
(C"，| .中 6) 为 κ 维 复 欧 氏 空间 , 则 存在 常数 cl ,c, >0, 使 得 对 一 切 


T= be EX,E= (6 ,0,6) Ες 
k=] 


ε[έ]εςς [α] elels. 


注 δις, mm 二, 则 定理 结论 为 


C2 


711 τα || κ (είς πια. 


1 
- κα Σ 
证 首先 , 令 oo={ ΝΡ |) , 则 c; >0, 且 
ἐξι 


ο Ρο Ρο. 
其 次 ,定义 函数 f:C”" 一 RR， 


f(£) = zlz= Dée,é = (6, ,6) EC". 
k=1 
又 记 


y= Dm, 7= (p,m) ΕεΟ, 
则 由 
LS) -Af7)1= zl -lyll<lr-yl<ele-»yl, 
即 知 f 为 C" 上 的 连续 函数 . 令 
S:=161116=1 866EC 
则 5 为 C" 中 的 有 界 闭 集 ( 从 而 为 紧 集 ). 注意 到 , γε) =0 拓 6=0, 因此 了 在 
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5 上 取 正 值 , 进 而 有 ει = min{f(é)| >0. 对 于 任 -一 τΕΧ.ΗΙΈ τρ 当 且 仅 
Ἢ 所 对 应 的 $0, 此 时 -六 -5, 于 是 


ξ ο Κα! 
εις γετ;}- Πεκ) 
即 c, 6ls 委 lzll; 又 当 z=0 时 所 得 的 不 等 式 显然 成 立 . 
定理 证 毕 . 
定义 6.2.2 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 , 若 存 在 X 到 Y 上 的 拓扑 同 构 映 
射 工 , 即 Τ 既是 线性 同 构 映 射 ,又 是 一 个 同 胚 喘 射 ( 即 双方 连续 映射 ) , 则 称 Χ 


和 YY 为 拓扑 同 构 . 

显然 , 保 范 线性 同 构 是 拓扑 同 构 的 特殊 情况 ,而 拓扑 同 构 则 是 同 胚 的 特殊 
情况 . 

定义 6.2.3 设 X 为 一 线性 空间 , | |， |}, 是 X 上 的 两 个 范 数 ， 


若 存在 ει, cs 之 0 使 得 
cz 和 jz 和 clzlazrEX， 


则 称 X ΓΗΣ νι ή ει 是 等 价 的 

由 此 即 可 得 到 定理 6.2.3 的 如 下 推论 : 

推论 1 任 一 ” 维 赋 范 复 (或 实 ) 线 性 空间 必 与 C" (或 κ" ) 拓 扑 同 构 . 

推论 2 任 一 有 限 维 赋 范 线性 空间 必 为 Banach 空间 ; 任 一 赋 范 线性 空间 
的 有 限 维 子 空间 必 为 Banach 空间 ,因而 必 为 闭 子 空间 . 

推论 3 有 限 维 线性 空间 上 的 任何 两 个 范 数 都 是 等 价 的 . 

引 理 (F. Riesz) 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,下 ΑΧ 的 真 闭 子 空间 , 则 对 于 任 
一 e€(0,1), 存 在 xz,EX 使 得 上 x。 中 =1 量 


d(xzxo, FE) = jpf |α- zo | > s. 


证 因为 EF 关 XX, 所 以 存在 a€EFE'; 叉 因为 EF 是 闭 集 ,所 以 qd(a, E)>0. 
于 是 ,由 d(a, 玉 ) 的 定义 可 知 , 对 于 任 一 e€ (0,1), 存 在 5EE 使 得 


0< la -el «ας Ε). 


邻 z= 9, 则 zo1 =1, 且 有 


1 
[αυτα] [ασ- ο] ἵα-(οτ]α-ο]α) | 
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.Ε 
> 他 和 和 >e «ΕΕ, 


由 此 即 得 
d(zo,E) 宇和 »ε. 


定理 6.2.4 赋 范 线性 空间 X 为 有 限 维 的 充 要 条 件 是 X 为 局 部 紧 的 ( 即 
X 中 的 任 一 有 界 闭 集 是 紧 集 ,或 X 中 的 任 一 有 界 集 是 列 紧 集 ). 

证 必要 性 . 设 X 为 2 维 赋 范 复线 性 空间 , 则 X 与 C” 拓扑 同 构 , 令 τ. 
Χ--ο”, T(xz)=&( 其 中 & 为 给 定 X 的 基 下 z 所 对 应 的 坐标 向 量 ) , 则 Τ Ἢ Χ 
到 C" 上 的 拓扑 同 构 映 射 .由 拓扑 同 构 映射 的 定义 即 知 ,全 将 X 中 的 任 一 有 界 
闭 集 A 映 为 C" 中 的 有 界 闭 集 T(A); 而 ο” 中 的 有 界 闭 集 必 为 紧 集 ,于 是 
Τ᾽ “又 将 ο” 中 的 这 一 紧 集 T(A ) 映 为 X 中 的 紧 集 A .由 此 即 证 得 必要 性 . 

充分 性 . 令 

S:=|Xiilzl=1 zeEXh 
则 S 为 X 中 的 有 界 闭 集 . 若 dimX = co , 则 取 τις 5, ΗἸΠ ΕΙ Ξκραπίσι], Ἔ 
是 EE, 为 X 的 有 限 维 子 空间 ,从 而 为 X 的 真 闭 子 空 间 . 由 Riesz 引 理 ， 


aze(E) Π 5: dlr, αι) 5: ἀ(αι, E) > 于， 


14 Ε,)  δραπί αι, Xx;1, 则 同 理 
jz Ε(Ε/) 05: α(αι, αι) σε α(αι, Ε;) > 六 (k= 1,2). 


如 此 以 往 ,由 于 假定 X 是 无 限 维 的 ,因此 这 一 过 程 可 一 直 进 行 下 去 ,从 而 得 到 
S 上 的 点 列 ( z, ) ,满足 d(x;, 去) > 二 (i 考 j), 显 然 此 (xz, ) 的 任 一 子 列 均 不 收 
敛 ,此 即 说 明 S 不 是 X 中 的 紧 集 ,由 此 完成 了 充分 性 的 证 明 . 

6.2.4 有 界 连续 函数 空间 C(X) 


设 X 为 一 紧 度 量 空间 ,C(X) 表 示 X 上 的 (有 界 ) 连 续 函 数 全 体 所 成 之 
集 , 在 C(X) 中 引进 通常 的 函数 的 线性 运算 Ην 
εί = supll f(z) η}, f € C(X), 


则 易 知 (CC(X), ||" 123 Banach 空间 . . 
定理 6.2.5 (Arzela-Ascoli) 设 X 为 一 紧 度量 空间 , 则 A 为 (C(X)， 
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[» |) 中 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 : 

(1) A (一致) 有 界 , 即 存在 M >0 使 得 对 于 任 一 ΓΕΑ ΒΗ | ΓΙ ἘΜ; 

(2) A 等 度 连续 , 即 对 于 任 一 e >0, 存 在 6>0, 对 于 x,，yEX 只 要 d(x， 
y)<G, 则 对 一 切 FE4 均 有 | F(z)- f(y)|<e. 

证 必要 性 . 若 A 为 CCX) 中 的 列 紧 集 , 则 必 为 完全 有 界 集 ,进而 必 为 有 
界 集 . 下 证 A 等 度 连 续 . 由 完全 有 界 集 的 定义 ,对 于 任 一 s>0, 存 在 C(X) 中 
有 限 个 开 球 B( 户 ; (επ 1，…, 普 ) 使 得 品 B( 太 ;本 ) 忆 A. 由 于 X 为 紧 度 
量 空间 , 则 f 在 X 上 一 致 连续 ,于 是 对 上 述 的 s ,存在 G>0, 对 于 工 ，yEX 
只 要 4 (x，y)<5, 就 有 


| f(x) ~ f(y) κ (k= 1, επι). 


ΕΙ ΟΡ (1) , ΒΙΣ ΤΕ -- JE 4 ,存在 4E 11,…, m| 使 得 


{ΕΒ( ων) ΒΒ 


[/α}-Πία)ι«-[ῃ-π| «5. ΣΕΧ. 


综 上 所 述 , 对 于 rz,yEX 只 要 dz，y)<S, 就 有 
| f(x) 一 AI 和 Iz) τα) ΙΙ f(x) fly) | 
τ᾽ fi(y)- f(y) I< es， 
必要 性 得 证 . 
充分 性 .注意 到 (C(X), 上， 1) 为 完备 空间 ,因此 只 需 证 明 A 为 完全 有 界 
. 由 条 件 “A 等 度 连续 "; 对 于 任 一 e >0, 存 在 6>0, 对 zx，yE€EX 只 要 


d(xz，y)<6, 则 对 一 切 J/E A 均 有 | f(x) -f(y)1< 记 .因为 X 为 紧 度 量 空 
ιτ, ΠΗ͂Σ 
X. 令 
E:= (νι), (νο), f(y,.)) | FE AICC'". 
由 条 件 “A 有 界 " 得 
| (/ίνι)»/ίν;)»’”,/(ν.)} Ne SVnl fl VaM,f EA, 
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ΜΕ ο 中 的 有 界 集 . 由 于 在 Ο 中 有 界 集 即 为 完全 有 界 集 ,因此 存在 有 限 
μι Ε 中 点 为 中 心 . 亏 为 半径 的 开 球 之 并 集 包含 下 , 记 球 心 为 


(Τίνι), (νο) ,f(y )) (k= 1,.…,m). 
于 是 ,对 于 任 一 f€ A ,存在 E11,…,m| 使 得 
| fy) - παν} κ κ - Οσχ(νι)»''', Ον) Τε 


< GG=1, η). 


注意 到 U B(y; δ)-Χ, 即 对 于 任 一 zE X, 存 在 j€ |1,…,n| 使 得 d(x， 
y)<3, 从 而 


(απ) ία) EL fr) - 70} 111 7(ν,) =- 天 ()1 
Ἐν} -f(r) I< e, 


ΜΑΙ <e, 亦 即 JE B(A; 6). 由 /EA 的 任意 性 , 即 得 U B(f;; ϱ)Ὁ 
A, 这 就 证 明了 A 为 完全 有 界 集 . 
定理 证 毕 . 


$6.3 线性 算 子 和 线性 泛 函 


定义 6.3.1 设 X,Y 为 同一 数 域 F(EF=R 或 C) 上 的 线性 空间 , 若 映射 
工 ;X->Y 满足 


Tar + βν) = ατα 1 βΤν, rx, y€E X,a, BEF, 


则 称 工 是 一 个 线性 算 子 . 

从 数 域 F 上 的 线性 空间 X 到 其 数 域 下 中 的 线性 算 子 称 为 X 上 的 线性 泛 
函 , 当 下 =R( 或 C) 时 , 称 之 为 实 ( 或 复 ) 线 性 泛 函 . 

定义 6.3.2 设 X,Y 为 同一 数 域 F(F=R 或 C) 上 的 赋 范 线性 空间 , 代 ， 
X 一 Y 为 线性 算 子 . 若 工 将 X 中 的 任 一 有 界 集 映 为 Y 中 的 有 界 集 , 则 称 了 为 
有 界线 性 算 子 . 

作为 其 特例 ,不 难 写 出 有 界线 性 泛 函 的 定义 ,不 再 蒙 述 . 

在 本 节 的 定理 中 均 假定 所 论 及 的 空间 为 同一 数 域 上 的 赋 范 线性 空间 ,不 
再 一 一 指出 . 

定理 6.3.1 设 了 :X-~Y 为 线性 算 子 , 则 荆 有 界 的 充 要 条 件 是 存在 c > 
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0 使 得 
1 Tzl 和 clzl， «Ες Χ. 

证 充分 性 . 设 巨 为 X 中 的 有 界 集 , 则 存在 r >0 使 得 ECB(0;r), 即 对 

于 任 一 zxEE 均 用 xj<r, 于 是 由 条 件 得 
[111 elzrl <er,xr EE, 

即 工 EE)CB(0; σ), 亦 即 T(E) 为 Y 中 的 有 界 集 , 此 即 说 明 线 性 算 子 了 是 
有 界 的 . 

必要 性 . 设 S:=S(0; 1) 为 X 中 的 单位 闭 球 ,S 当然 是 X 中 的 有 界 集 .由 
线性 算 子 人 有 界 的 定义 ,存在 c>0 使 得 T(S)CB(0; c), 即 


[Τα «ε,σΕ5. 


对 于 任 一 xEGX, 若 z 天 0, 则 二 之 二 和 S ,于 是 由 上 式 得 


ο 1τ(ῃγ}1141-εε1«11 


1 α-0, οκ Τα} 委 < 由 > 外 显然 成 立 , 由 此 证 得 必要 性 . 
定理 6.3.2 设 ΤΙΧ ΣΥ 为 线性 算 子 , 则 下 列 四 点 等 价 : 
(1) 工 在 X ΓΒ. 
(2) ΤΎΥΕΧ 上 一 致 连续 ; 
(3) 工 在 X 上 连续 ; 
(4) 工 在 某 一 点 zxoEX 处 连续 . 
证 〈1) 一 (2). 由 定理 6.3.1, 存 在 c>0 使 得 


TTz-Tyl = T(r- yelr-yl,xr,yEX, 


ΒΗ ΓΊΕΧ 上 满足 Lipschitz 条 件 ,从 而 在 X 上 一 致 连续 . 

(2) 字 (3) 一 (4) .不 需 证 . 

(4)55(1).ΗΤ Tx ~ Tzxo= T(x -xo), 因 此 不 妨 设 工 在 0 点 连续 ,由 定 
义 , 存 在 5>0, 对 于 任 一 zxEX 当 上 jz | «“δΗΠΘΗ͂ | Τε 声 1. 于 是 对 于 任 
一 TEX, 苦 zx 关 0, 则 有 


17z1 - [τσ re) ra)|< del; 


车 z=0, 则 不 等 式 | Tz | 和 了 工 显然 成 立 ,此 即 证 得 (1). 
定理 6.3.3 设 了 :X-~~Y 为 线性 算 子 , 若 X 是 有 限 维 的 , 则 ΤΆ. 
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证 设 dimX=n, 基 为 fe ,…,e,|, 则 xEX 可 惟一 表 为 + = δ) διει, 


ο ο ΙΡ Tel) ,利用 定理 6.2.3( 注 ), 则 
有 
κ Σ Γι | 


Σ & Te 了 ex 


1Tzll = | 


ο ο ΓΡ. < om ll. 


由 定理 6.3.1, 上 式 即 说 明 Τ 3. 

定理 6.3.4 设 了 是 X 上 的 线性 泛 函 , 则 了 为 有 界 的 充 要 条 件 是 /的 堆 
空间 .Μ γί: Γ᾽! (10ἑ}}8: Χ 的 闭 子 空间 . 

证 必要 性 .首先 ,由 定义 .外 显然 是 X 的 线性 子 空间 . 其 次 ,由 定理 
6.3.2 知 ,线性 泛 函 了 的 有 界 性 与 连续 性 等 价 ,因此 了 的 零 空 间 .4(. 户 作为 C 
中 的 闭 集 i101 关于 了 的 原 像 必 为 X 中 的 闭 集 .从 而 .WP 为 Χ 的 闭 子 空间 . 

充分 性 .用 反 证 法 .车 X 上 的 线性 泛 函 f 无 界 , 则 由 定理 6.3.1 知 ,存在 
X 中 的 点 列 (z, ) 使 得 


1 flr) 1> nz 1, 2，…). 
于 是 有 


re- τά 


Ὁ 


(η 一 1 29), 


.- Xn χι 
πο σαι) αὶ) 
则 z, EMH 了 )(n=1,2,…). 但 由 


en en DC 


相知 ~ =(- πο) 而 /(- -FEE)= 1 πο ο 


为 闭 集 矛盾 .由 此 即 证 明了 充分 性 . 
注 若 将 定理 6.3.4 中 的 “线性 泛 函 " 改 为 “线性 算 子 ", 则 充分 性 不 成 立 ， 
参见 习题 6.13. 
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定义 6.3.3 设 工 :X 一 Y 为 有 界线 性 算 子 , 令 
τί ΙΕ ΠΙΜΙΜΖΟΗ [Τε| «Μ[ τ], αΕ ΧΙ, 
则 称 目 工 上 为 工 的 算 子 范 数 . 


定理 6.3.5 设 ΤΙΧ- Υ 为 有 界线 性 算 子 , 则 


(1) [Τε[-«-Τ! Πα |, rEX; 
(2) | TH =sup| | = sup ,| Tr = ορ να; 


证 (Π}Η | Τ᾽ || ἠ53Ε Χ ΒΠΊΒ. 
(2) 我 们 将 等 式 中 的 四 项 详细 表 出 . 利用 上 .下 确 界 的 定义 ,通过 下 述 一 
系列 等 式 与 不 等 式 来 证 明 ,其 中 成 立 的 理由 是 显然 的 ,不 再 一 一 指出 . 


τή πΗΜΙΜΡΣΟΗ [Τε <MIzrH,rE€E ΧΙ 
ΞΙΠΗΜΙΜΣΟΗ [Τε] «Μ!]α |, αΕΧΗσ-εοὶ 


ΞΜΙΜΙΜΣΟΒ ΠΕΜ, «ΕΧΗα-εοἱ 


| Τε | 
[ᾱ | 
πο --ᾱ 
Ξοιρὶ!Τε ΙσΕΧΗ [α| -1| 
«αρ! Τα] ΙαΕΧΗ ας: 
此 外 ,由 (1) 可 知 , 对 于 任 一 xzEX 且 1z 站 和 1 均 有 | Tzl 科 1T 上 ,于 是 
[ΤΙ Ευρ Tr Ir€E XH Dx) «|, 


由 此 即 得 所 证 . 
例 1 1 Τ:Πΐα, υ]--Οία, δ], VYVfEL[a, po] 定义 


= sup 


Ι«εΧΒεπο 


= sup 


(Tf)(x) = | fdm, ας [α. δ]. 


则 显然 了 为 一 线性 算 子 . 

(1) 若 将 Cfa, ΒΑ Ι.[α, 5] 的 子 空间 , 则 Te Ξὁ--αι 

(2) 若 C[a, ὁ ΠΒ 511" ΓΑΛΑ ΠΤΙ Κι. 

证 为 了 明确 起 见 , 我 们 将 空间 工 [ae ,oj 的 范 数 |. [1 记 为 站. 1 ,将 
空间 Ο[α, 5] 的 “上 确 界 " 范 数 记 为 ‖ |.. 
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(Ὁ 对 于 任 一 /EL[La, 5], 有 


ΤΙ, = [ [(ΤΡ(α} 1 dr = [ ΠΣ dz 


<| ( I7idmjdz = = (0 一 ο... {fidm 


=(b-a)lfl,, 
即 得 全 有 和 界 , 且 ΤῊ ΞΕ} 一 a. 


男 一 方面 ,不 妨 设 a + Ισ " fr = Πχίω ανα σα τν 2, “τ), 则 易 知 


| AI =1， 且 


τι τοι -Γ | (Tf) (zx) | dr 之 | ， | (Tf,)(x) | dr 


四 6b 
=| (| hdm jdr = | ο... (n= 1, 2, τν). 


ΗῃήΒΙΤΙΞ0-α. 
ΗΙΗΕΊΒ |! ΤΙ --ὐ -α. 
(2) 对 于 任 一 /EL[a, δ],Β 


| Tf 1 .= 二 max || (Τῃ(..} ΙΙ} = max 


即 得 了 有 界 , 且 | 工 | 上 委 1. 


η μι fadm 


ΒΗΒΙ ΤΙ Σι. 
由 此 证 得 上 下 | Γι. 
例 2 设 KEC([a, δ]Χ[α, 5]), 令 


(Tr)(s) = [κα, ε) (ιά, x € Οἷα, δ]. 


则 Τιοία, 06] 一 C[fa,， 20] 为 有 界线 性 算 子 , 且 


rr、 
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pb 
| 人 | = max || | K(s, ϱ) | dz|. 
CSSD a 


证 显然 ,T:Cla, ὀ] Οία, 51 且 为 线性 算 子 .又 对 于 任 一 xE€Cla， 
δ].Έ 


| Τα | .= max, [κο z(t)dt| | 
κ max, [ | K(s, ε) 1 dt| Tax || π(1) {| 


6 
一 max | | | K(s, ϱ) 1di| | 过 | 。， 


即 得 全 有 界 , 且 1T1<max| | 1 Κίε, ε) 1ἀε]. 


sb 


另 一 方面 ,由 于 | 1 K(s, ϱ) 1 dt 是 的 连续 函数 , 因此 存在 vvE [4,5] 
使 得 


bp pb 
| ΓΚ, ϱ) 1 dt = max | | K(s, 21) 14d. 
a αξοκδ να 


令 
ro(t) 一 sgn(K(so, 1)), t Ε [α, δ], 


则 αρ Μία, 5] 上 的 可 测 函 数 , 且 | zo(z)| 志 1(1€E[a, δ]).Β 1. π|3π 8 πα 
与 连续 函数 的 关系 可 知 ,存在 x, ΕΟ[α, 5] 使 得 上 zx, 上 |, 志 1(n=1, 2,…)， 
且 


|α, xoldm—0. 
由 此 可 知 
[ | K(so, 1) | d= [κο {)λαρ(α)ά = lim Κέω, {)α, (1)ά: 
= lim(Tx,)(s0) < liml Τα, < | ΤΙ. 
综 上 所 述 , 便 有 T= max | | 1 KGs, ε) 14]. 


注 关于 函数 sgn(x) 的 一 点 说 明 : 若 “ER, 则 sgn(x ) 即 为 “符号 函数 ”， 
且慢 有 wsgn(u)= |u|, 我 们 据 此 性 质 将 函数 的 定义 域 拓 广 到 C 上 , 则 显然 
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0, & = 0， 
κών. π .ς 0. 


以 后 将 不 再 一 一 指出 . 

例 3 设 D:C050, 1]--ο[ο, 1],，YxECm[0,1], 定 义 

(Ὠτ)(ε) = x (1), ες [θ, 1], 

将 Cm[0, 1] 视 作 C[0,1] 的 子 空间 , 则 为 无 界线 性 算 子 . 

证 导 算 子 D 显然 是 线性 算 子 . 取 

ΠΣ 1] (x = 1, 2, πολ, 

则 z ECo[0,1], 且 | Tn | .=1(n=1, 2， …) ,而 

| Dx, |, - max {| Mt zl (n=1,2,.%), 


则 由 定理 6.3.1 知 D 无 界 . 
$6.4 线性 算 子 空间 和 共 配 空间 


定理 6.4.1 设 X,Y 为 同一 数 域 广 上 的 赋 范 线性 空间 , 记 好 (X,Y) 为 
由 XX 到 Y 中 的 有 界线 性 算 子 全 体 所 成 之 集 ,在 43(X,Y) 中 引进 通常 的 函数 
( 算 子 ) 的 线性 运算 , 且 以 算 子 范 数 作 为 空间 的 范 数 , 则 F(X,Y) 为 一 赋 范 线 
性 空间 .又 若 Y 为 Banach 空间 , 则 3(X,Y) 也 为 Banach 空间 . 

证 (1) 首先 说 明 %(X,Y) 为 线性 空间 . 

δὲ 5,ΤΕώΘ(Χ, Υ), a€EF, 则 St+ 古 与 aT 显然 是 X 到 Y 的 线性 算 子 ， 
且 由 


[(511Τ}α|- δες Ίτής [5ε| κε Ττ 
(ls + Ti)lrl,xz€EX, 
[(αΤ}α | = cm) -1α! Τα Κ(1αΙΙΤΙ)ΙαΙ,αςΧ, 


即 知 S+ TT,aT€ (X,Y). 

(2) 其 次 说 明 算 子 范 数 确 是 空间 (X,Y ) 的 范 数 . 

设 S,TE3(X,Y),aE€ 下 , 则 由 算 子 范 数 的 定义 与 定理 6.3.5(2), 显 然 
有 首开 站 过 0, [αΤ || --|α!|{Τ{, 又 由 上 述 (1) 的 证 明 可 知 , {[5εΤ{-ς 
Is + TH. 
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ΒΗΝΒΗ | ΤΊ! =0ST=0. 事 实 上 ,车 芽 =0, 即 Tr=0(xEX), 则 由 算 子 
范 数 的 定义 即 知 目下 外 =0; 反 之 ,车 T=0, 则 由 Tz 上 HT [Ια 
ΠΠ Ττ1 =0(x€EX), 从 而 Tr=0(r€EX), 芭 全 =0. 

(3) 最 后 说 明 : 若 Y 完备 , 则 (X,Y) 完备 . 

设 (T, ) 为 赋 范 线性 空间 3(X,Y) 中 的 Cauchy 点 列 , 则 对 于 任 一 sE (0， 
1) ,存在 NEN, 当 nn, ΜΞΞΝ 时 , 恒 有 了 7, Τι < 之 e. 由 于 


TTz- Tr = [(Τ, - Τι) κ ΙΤ - ΤΕ lxrl,xr€ExX, 
因此 对 于 任 一 zxEX，(Tzr) 均 为 Banach 空间 Y 中 的 Cauchy 点 列 , 从 而 为 
Y 中 的 收敛 点 列 . 定 义 算 子 ΤΙΧ- ΣΥ, 

Τα := παρει ες X. 
注意 到 ,对 于 任意 的 x,，yEX, α, βΕΕ,Β 
-1Τ(ας + By) - (aTr + BTy) | 
Trth)- Tart+h)l - | Τιίαι + βν) - (aTr + BIy)| 
SlTerth)-T(artB)l πια! Tr- Tl +181 | Ty- Tyi ->0. 
由 此 可 知 : Τζατ + By)=aTx + BTy, 即 醋 为 线性 算 子 . 
又 因为 , 当 n, mm 之 N 时 , 恒 有 
Τμ TzlelT-T,llzi<elzrl|,r€EX. 
令 mm 一 co ,由 范 数 的 连续 性 得 
[Τ,..-Τεϊ «εἰα[«|αϊ..ΕΧ, ΘΝ. 
于 是 ,一 方面 ,由 TvE.4(X,，Y) 与 了 为 线性 算 子 可 知人 - Τι 也 为 线性 算 
子 , 且 由 
κ ΕΜ 过 ellrEX 
可 知 本 ~ ΤνΕ-(Χ, 7 了 ), 于 是 本 = (了 -T+ 了 EA4(X， YY); 男 一 方 而 ， 
由 
Γη Τα = Τι Τι «ε]α!,ἐ«ΕΧ,5Ν, 
可 知 
ΙΤ, ΤΙ Ξε, 2 


此 邑 说 明 ( TT ) 在 Φ(Χ, Υ)ΗΜ( ΚΑ) Τ Τ). 从 而 证 明了 8(X,Y) 的 
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完备 性 . 

至 此 定理 证 毕 . 

定义 6.4.1 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 记 X 为 X 上 有 界线 性 泛 聘 全 体 所 
成 之 空间 ( 即 X =%(X,C) 或 %(X,R)), 则 称 X 为 X 的 共 胃 空间 (或 称 为 对 
偶 空间 .伴随 空间 ). 若 X 与 X 保 范 线性 同 构 , 则 称 X 为 自 共 思 (或 自 伴 ) 空 
间 , 此 时 认为 X=X“. 

显然 , 任 一 赋 范 线性 空间 的 共 斩 空 间 必 为 Banach 空间 . 


定理 6.4.2 ο -- 1 ，A ἩΠΝΞΕΙΙ(Χ,«) Ε{8 σ Ἡ 
限 测度 , 则 


CC 


且 有 表达 式 
ΦΟΡ -| κάμ/ε 1, 


其 中 BE (1L*) 与 g€ 141" 相对 应 . 
证 在 以 下 证 明 中 ,记忆 :=(L2 ,1 :=(L 二。) 
(ὉΠ 对 于 任 一 gEL?(1<q 委 +oco) ,定义 更 :L2->C， 


ο ο (SA<ro ἃ εἶ --ῃ), 


1 
ga 
则 由 Halder 不 等 式 (参见 定理 6.2.2 证 明 后 注 ) 可 知 f-g€L1. 由 积分 的 线性 
性 可 知 更 为 L* 上 的 线性 泛 函 ;又 由 


ιΦίρις- "τείνει, ΕΙ’ («ερ «εοο), 


ΠΆΦΈΞΝ,Η[Φ]-Ε!ᾳ |... 

此 外 ,注意 到 在 1’ 中 是 将 L?(CX,w) 中 jy-a.e. 相 等 的 函数 视 作 同一 元 , 因 
此 ,车 g1,g2€E LL 且 g1 关 g;, 记 gi 对 应 于 @, (k=1,2), 则 易 知 必 有 Φ,-ἐᾷ, 
(详细 论证 留 给 读者 ). 由 此 可 知 ,在 此 基础 上 , 若 令 Τιι“-᾽(1Ρ)᾽, T(g)= 
四, 则 工 为 单 射 , 且 荆 显然 为 线性 映射 . 

(2) 由 于 (2) 的 证 明 比 较 元 长 ,因此 先 将 证 明 的 思路 做 一 交待 . 

我 们 往 证 :对 于 任 一 BE(L?) ,存在 gE€ 1 ,使 得 

1 


Bf) = [ κάμει’ ο ο. 


Β εις Φ|. 
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由 此 可 知 , 上 述 (1) 中 定义 的 线性 有 映射: L* 一 (L*) 为 满 射 , 于 是 丁 为 
线性 同 构 映 射 ;又 结合 (1) 中 的 不 等 式 1@6 1 入 上 g1,, 即 知 | Τα | = 1 
= σι 从 而 了 为 坟 到 (L*) 上 的 保 范 线性 同 构 映 射 , 亦 即 证 明了 定理 . 

(2.1) 由 于 为 (X,w) 上 的 co 有 限 测 度 , 因 此 按 例 首先 设 y(X)<+%. 

对 于 任 一 BE(L?) ,因为 wp 为 有 限 测度 ,所 以 恒 有 xs EL*(EE .wy), 于 
是 可 定义 集 函 数 y:w>C( 或 R)， 

v(E):= Φίχε), EE.Y. 


设 (E, ) 为 X 中 两 两 不 交 的 以 可 测 集 列 , 记 A, = UE (n=1,2,…)， 


A=UE,, 则 有 
和 六 大 CA = TE) «τω, 
k=1 n=1 n=1 
1 oo 1 
Ὁ ο ee) = (Sm ao) 


一 (| (> x αμ} 一 (Σ (8))? 0 --- 55), 
即 (Xa ) 在 17 中 ( 依 范 数 ) 收 敛 于 x ,于 是 由 Φ 的 连续 性 得 Φ( χι. )— 
B(xa), 即 
ν(Α,) -» ν(Α)(η -» %). 
又 由 更 的 线性 性 知 ， 


ΜΑ) = B00,) = (Drs)= DO) = DuE) (n=1,2,.), 


4 π-ΣοοΒῇΏ ν(Α)Ξ 2, v(E, ), 此 即 说 明 y (ΧΕΙ ΤΙΝ (ΕΝ 
广义 测度 ). 
设 EEw 且 py(E)=0, 则 显然 有 上 xs | ,=0, 由 于 在 L? 中 将 ja.e. 相 等 
的 函数 视 作 同一 元 ,因此 在 L* 中 xs =0, 于 是 v(E)=@(xs)=@B(0)=0, 此 
即 说 明 yy. 
由 此 引用 Radon-Nikodym 定理 , 则 存在 惟一 的 gE€L1! ,使 得 


Φίχε) = ν(Ε) = [μμ Ξ [αι .ράμ, EEw. 
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由 Φ 与 积分 的 线性 性 , 若 将 上 式 两 端 中 的 χι 替换 为 简单 函数 , 则 显然 等 式 仍 
成 立 . 

对 于 任 一 f€E L? , 则 存在 简单 函数 列 ( 三) 使 得 | 户 (z)1 委 |FCz)ECzE 
Χ,π-1, 2, ),Β Ει (1) Ε(αλίας Χ), 于 是 | (1) - Ε(α) 
<22 | f(r)1*(rEX, πι, 2,…). 应 用 控制 收敛 定理 , 即 得 | A- 入 | ,一 
0, 亦 即 ( 广 ) 在 也 中 ( 依 范 数 ) 收 敛 于 f. 再 由 Φ 的 连续 性 即 得 

Φ(Λ) = lim®(f) = lim| 六 edr- 
需要 指出 的 是 ,上 述 论 证 中 所 得 的 g€L', 若 能 证 明 gE 1 ,由 于 简单 函 
数 f, E11?, 则 对 于 任 一 {ει 可 知 f'g, (6 -βειί.ΒΗ1 
| 人 gdH -| gd | < | [(-- Πε! ἀμ 
Ξέρεις εἰ, gl 0 (-»”οο), 
即 得 
Df) = | /sdu, ΓΕ’. 

证 明 gEL" , 且 同 时 可 证 得 上 gl κΙΦι. 

注意 到 , 当 jy(X)< + co 时 显然 有 L”CZL?* ,由 于 简单 函数 ΓΕΙ"Η 
ΕΙ. , 则 对 于 任 一 /EL*, 有 ff:g, (f,-f)g€ELi, 有 是 ei(f,-f)gl 志 
ο Εως 中, 与 上 段 同 理 可 得 

Φίρ = [ν᾽ gd ει”. 


现 考虑 pE (1，+ co ) 的 情形 .基于 上 述 结论 ,我 们 记 B, :=X(Clgl 委 ”) 
(n=1 ,2,…), 取 f= 1g1"'sgn(g)xs , 则 显然 /EL”, 且 fg=|1f1?= 
1g1"xs ,于 是 有 


[.1εὐχιὰμ- || fF κ) ΦΚ oll, 


= 121(], ΤΝ 


即 得 
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| god < ol’ (n=1,2,.). 
Χ ” 


注意 到 gELLI , 则 可 认为 X=X(Cgl<+oco), 于 是 日 ,4X. 对 上 式 应 用 Levi 
定理 ,得 到 | gidu 入 ΙΦΙ ΕΗ ΕΙ" ΗΒ εἰ ΕΦ. 
其 次 , 当 p=1 了 时 ,基于 同样 的 考虑 ,对 于 任 一 EE.y, 取 f=sgn(g)xs, 则 
ELL”, 于 是 
| grdx = 上 san ΞΙΦ(β)| 
E X 
«κἰφιΙεῆνς ΙΦδ]μµίΕβ), Ες ww. 


由 此 ,利用 反 证 法 易 知 |g(zx)| 志 Ba.e. 于 X, 即 得 gE€L", 且 | gi。 过 
[ΓΝ 

至 此 ,我 们 完成 了 在 y 为 有 限 测度 的 假定 下 的 定理 的 证 明 。 

(2.2) 现 设 w Ἄ(Χ, ο) ΕΒ σ 有 限 测度 ( 且 w(X) = + co ), 则 存在 两 两 
不 交 的 以 可 测 集 列 (E, ) 满 足 :X= ΠΕ, Β0«μίΕ,)« +oo(n=1, 2, '''). 


从 
ο, 


则 大 在 X 上 非 负 可 测 , 且 由 | 1A 1 dp = > 也 可 知 AE L! ,于 是 由 下 式 


NX(E) := [μάμ, Εξω, 


便 定义 了 (X, wx) 上 的 一 个 有 限 测 度 1. 于 是 (参见 习题 5.5), 对 于 任 - 
ΕΚΕΙ (1), 


| | Fay 1rdu = | ΓΕ I%dp = | ΙΕ 1?dx. 
4 Χ Χ 


由 此 可 知 , 若 视 正 为 X 上 的 尽 可 测 函 数 , 则 ΕΕΙΡ(χ)ΕΗ}Ε17(μ), ΒΒ 
Ε 一 Fh# 确 定 了 一 个 从 (2)! L*(j.) 上 的 保 范 线性 同 构 映 射 .由 此 ,对 于 
任 一 BE (1L?(y))' ,我 们 定义 

Ψ(Ε}:- GB(Fh?), ΕΕ 1?(7), 
则 易 知 亚 E(L*(p))', 且 上 亚 上 = 中 @ 中 . 利 用 (2.1) 已 证 之 结论 , 则 存在 
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GEL"(p) 使 得 
Ww(F) = [5 . Gdz， FE Ι2(). 


当 pE(1,+ oo) 时 , 令 g=Gh3, 则 gEL(y), 且 有 


er) = (ome) = (ora) 


| gl Ξ 
= 11Gll,=| 到 | = ΙδΙ: 
当 p=1 时 , 令 g=GEL”, 则 
ἱρ]ως Gl。= | vl = | 6. 


此 外 ,对 于 任 一 fE L2(w) ,注意 到 {η 2ΕΙΡ(1), ΤΕ 


ο ο.” 


至 此 定理 证 毕 . 
推论 1 设 1<p<+%, 志 + 地 =1, 则 (1?) = 
推论 2 (ο, :a) =(C, 1-Πε}ιασ, | :He) ία”, 
κε). 
习 Β 


1. 设 (z, ) 为 赋 范 线性 空间 X 中 的 点 列 ,证明 : 若 x, 一 zx, 则 上 zx, 上 一 上 zx|. 

2. ΒΜ 为 线性 空间 X 的 非 空 子 集 ,证 明 :spanM 是 X 中 包含 M 的 最 小 线性 子 空间 . 

3. 证 明 : 若 无 限 维 赋 范 线性 空间 X 具有 Schauder 基 , 则 Χ 可 分 . 

4. 设 e -(δ,,ε)γο,, 验证 :je, | 为 iDELIL + 0%)) 以 及 ‘6 的 Schauder 基 .又 问 1” 
是 否 具 有 Schauder 基 ? 为 什么 ? 

5. 证 明 : 对 于 任 一 AEL”(X,，A), 均 存在 相应 的 /- 零 测 集 Eo 使 得 


[Πω = sup 11 A(x) ΓΙ. 


， αξΕρ 
6. 设 Ίςρι«ρ;,ΤΕΒΗ: 
(1) δις ή: 

(2) Ἐνμ(Χ)« + οοβ},]/2(Χ,μ)ς Ι)Ι(Χ, μ). 
7. 证 明 :(1) 车 xE1(p 宇 1), 则 zxE1*, 且 


lim Πα, ze; 
pr+o 


(2) 若 fEL* (Xp), 且 p(X)<+0%, 则 JEL?(X, μ)(ρ21).Β. 


lim 1 六 = | fl. 
pt 
8. 设 X= Π X,， 其 中 Χ, 为 Banach 空间 (2 =1, 2, ο"), Η. 
ο... 


Sl Zto, r= (EX (ΡΕ ΙΙ. ιο), 
在 X 中 引进 通常 的 序列 加 法 和 数 乘 运算 . 令 


Jal := (Shoalr) ,r= EX e+o)) 

证 明 :(X, | 中) 为 Banach 空间 . 

9. 设 为 全 体 收 敛 数列 所 成 之 集 , 在 “中 引进 通常 的 序列 加 法 与 数 乘 运算 9 

Πα := supl&l, x= ($6) EL 

证 明 :* 为 Banach 空间 . 

10. 证 明 : 有 限 维 赋 范 线性 空间 必 为 Banach 空间 . 

11. 证 明 ; 有 限 维 线性 空间 上 的 任何 两 个 范 数 都 是 等 价 的 . 

12. 设 


Τα = ο... (ϐ)ει". 


验证 :TE (1™”, 1”), 但 Τι). 1/” 的 闭 子 空间 . 
13. 举例 说 明 ,存在 由 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 无 界线 性 算 子 人 ,使 得 零 
空间 .从 芽 ) 为 XX 的 团子 空间 . 
14. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,在 Xx X 上 引进 通常 的 向 量 加 法 与 数 乘 运算 “Ὁ 
zl:=vlzl2+lyl2 (Cr, vy)EXxX, 
定义 映射 Τ.ΧΧΧ-»Χ, 
T(r, ν) Ξ αγ, (rr, v EXxX. 
证 明 :;(1)X xX 为 赋 范 线性 空间 ; 
(2) TE HBX xX X,X). 
15. 设 (X, .中 x) 与 (Y, | 中 y) 为 两 个 Banach 空间 ,在 XxY 上 引进 通常 的 向 量 
加 法 与 数 乘 运算 ,上 且 定义 
[(α, yh := rly+t lyly, 
证 明 :(1)(XxY, ||» |) 为 Banach 空间 . 
(2) 又 若 Y 是 紧 的 ,是 映射 /:X 一 Y 的 图 像 
y= αν y) ly= Κα), αΕ ΧΙ 
是 XxY 中 的 闭 集 , 则 /为 连续 映射 . 
16. 设 ER 为 常数 ,定义 TT: B(R) 一 B(R) 
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(ΤΡ{ε} = f(t -a) (l(t ER), EDB(R)， 

证 明 :T 为 有 界线 性 算 子 . 

17. 设 丁 是 由 赋 范 线性 空间 X 到 Y 上 的 线性 算 子 , 且 存 在 常数 b>0, 使 得 

| Tr| 宇 blzl ,xr EX, 

ΥΕΒΗ͂:Τ᾽' : YX 存在 , 且 为 有 界线 性 算 子 . 

18. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,YY 为 Banach 空间 ,DD 为 X 的 子 空间 ,TE 8( DD,，Y). 证 明 ， 
存在 惟一 的 了 E%(D  ,Y), 使 得 T=Tr(xED) 且 人 - Τ᾽. 

19. 设 f 与 g 为 线性 空间 X 上 的 线性 泛 函 , 且 .4(f)=.4(g), 证 明 : 存 在 常数 c, 使 得 
g=cf. 

20. 设 f 为 赋 范 线性 空间 X 上 的 无 界线 性 泛 函 ,证 明 :.4( ”=X. 

21. 设 f 为 赋 范 线性 空间 X 上 的 非 零 线 性 泛 函 , 证 明 :上 是 开 了 映射 , 即 f 将 开 集 映 为 开 
集 . 

22. 求 由 下 式 


0 1 
ία) := κο -| z(odt， zeEC[-1,1] 


定义 的 C[ - 1,1] 上 线性 泛 函 了 的 范 数 . 
23. 求 由 下 式 


ία) := [αωκωαι, zr € Οία, δ) 


定义 的 CLa, 5] 上 线性 泛 函 f 的 范 数 ,其 中 KEC[a, δ]. 
24. 求 由 下 式 


fz) := az ες Οἷα, δ) 
Pe 


(ἨΗματ το ειν (εδ, cER(k=1,2,…,m)) 定 义 的 Ο[α, 5] 上 的 线性 泛 函 f 
的 范 数 . 
25. 取 定 a= (a,)E1” ,定义 映射 T;:P 一 PP(p€E[1, + %))， 
T(&,) = (α,ξ,), (6,) EL, 
证 明 ΤΕΦ(Ρ, Ρ), ΒΠΞΣ ἰὶ ΤΊ. 
26. 设 (T, ) 为 α(Χ, Υ}ηπήιμτϑξ μ17|. ΠΕΒΗ͂:(Τ,)1Ε Χ 5-5“ ΠΕ Γ- ατα. 
27. 设 X 为 2” 维 赋 范 线性 空间 ,ie ,…,e, | 为 X 的 基 , 令 


上 EEC 


试 求 :(X, [ΤΗ ΑΦΕΣΣΙΗΙ. 
28. 证 明 : (4) η. 


第 七 章 ” 内 积 空 间 
$7.1 内 积 空间 的 概念 


定义 7.1.1 设 万 为 复 (或 实 ) 线 性 空间 , 若 由 Η ΧΗ 到 C( 相 应 地 RR) 中 
的 泛 函 (.，) 满 足 : 

(1) (x, α) 50, σΕΗ»Βία, 7)=0Or=0; 

(2) (ar + Py,2)=a(r,z)+B(y,2),T,y,<EH,a,PBEC:; 

(3) (α.,ν)Ξ(ν.α),α,γΕΗ, 
(ον ΤΑ Η 上 的 内 积 .具有 内 积 的 线性 空间 称 作 内 积 空间 . 

定理 7.1.1 设 态 为 内 积 空间 ,定义 


[α | τ-νί(α,α), σΕΗ, 


则 站 :下 是 空间 Η 的 范 数 ( 称 之 为 由 内 积 导 出 的 范 数 ). 

证 由 外 :外 的 定义 ,显然 有 | zx 外 关 0(zE 五 ), 且 由 内 积 定义 中 (1) 可 
知 , 站 z 上 =0ez=0. 由 内 积 定义 的 (2) (3)ΗΓἨΙ, (αχ, αν) Ξα(αχ,γ)(αξς). 
由 此 即 可 推 得 上 ατ | -!|α! xz 上 (a€C). 最 后 只 需 验 证 “三 角 不 等 式 ” 成 立 ， 
为 此 ,我 们 首先 证 明 Schwarz 不 等 式 : 

I (x, y) rl yl,xz,yE€EH. 
若 y=0, 则 上 式 两 端 均 为 0. 下 设 y 关 0, 则 对 于 任 一 a€EC, 有 
OCHr-ayl Ξ(α-αν, π-- αγ) 


= Ια] -2βεία(ν, τ)) ταν, 


特别 取 a = ΠΕ , 则 有 


θςς ο ο μα 
lyl 


经 整理 后 即 得 Schwarz 不 等 式 . 由 此 ,对 于 任意 的 工 νΕΗ,Β 
μα εν!}- ri’*+2Re((y, x))+ yl? 


κΙσ]εδι(ν, α)!51 || yl? 
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zl +2)zrl yl + νι (Czrl Εν), 
即 证 得 三 角 不 等 式 . 
定理 证 毕 . 
注 1° 易 知 ,内 积 是 二 元 连续 函数 , 即 当 απ, "σι, ν.-᾽νο 时 ,有 (x, νι) 


一 (xzo， νο). 


2" 易 证 ,由 内 积 导 出 的 范 数 满足 : 


[αγ] αγ Ξ2 ατα |y|?) 


一 一 平行 四 边 形 公式 ; 
(α,ν)-ῃ(]αεν]᾽-[α-ν]ει]α tiv -il iy)’) 
一 一 复 内 积 空间 的 极 化 恒等式 ; 


(ανν) ία εντ lr- yl’) 


一 一 实 内 积 空间 的 极 化 恒等式 . 


3 可 以 证 明 : 赋 范 线性 空间 X 的 范 数目 | 满足 平行 四 边 形 公式 的 充 要 
条 件 是 在 X 中 可 定义 内 积 使 得 X 成 为 内 积 空间 (此 时 ,原来 空间 的 范 数 即 成 
为 由 此 内 积 导 出 的 范 数 ). 

定义 7.1.2 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 . 

δι 在 C" 中 定义 


(xz, ν) 二 Σε ην» ... (ξι»'''»Ε;), yy》 二 πι σον ην) € ο. 
则 (- ，) 为 内 积 , 且 


Ὁ Απο = /SP= zl 


例 2 在 L*(X,x) 中 定义 


(f,8)=| fgdu, ge 


Χ 


且 将 a.e. 相等 的 函数 视 作 同 一 元 , 则 (+  ) 为 内 积 , 且 


ο ο ΓΕ"... 


87.2 Εουτίοτ 展开 [31 


$7.2 Fourier 展开 


定义 7.2.1 Ἡ Η ἨΡΙΈΣΙΗΙ. 
(1) 设 zx,yE 互 , 若 (z,y)=0, 则 称 z 与 y 正 交 , 记 为 zy， 
显然 , 若 x Ly, 则 成 立 “ 勾 股 公 式 ”: 

[αγ] αι lyl?. 


(2) 设 rE 日 ,ECH, 若 对 于 任 一 νΕΕ, ΠΗ τ! ν, Ντ ΠΕ ΤΕΣ, 
Π.Ε. 

(3) 设 玉 ,下 CC 日 ,车 对 于 任 一 x EE 以 及 任 一 y€EF 下 , 均 有 x y, ΝΗ͂ΚΕ 
与 下 正 交 , 记 为 EL 下. 

(4) ΣΕΞΣΗΗΟΘΕΕ, ΕΤΗ Σ,γΕΕ,ἥ αγγ 时 必 有 zx | ν, 
称 五 为 互 的 一 个 直 交 系 ; 若 又 有 1 zl =1(zEE), 则 称 下 为 五 的 一 个 就 范 
直 交 系 . 

定理 7.2.1(Bessel 不 等 式 ) 设 下 为 内 积 空间 日 中 的 就 范 直 交 系 , 则 对 
于 任 一 x EH,， 


FE(z):= jel(zye) 和 关 0,eE 开 | 
为 至 多 可 数 集 , 且 成 立 Bessel 不 等 式 
Στα, ο κ Ία |”. 


«ΕΕ 


ο Ὁ ασ. ον 
作出 相应 的 约定 ， ,不 再 _ 指出， 
证 任意 取 定 zE 互 , 令 
E,:= tell (zx, ο) [5:5-, ἐεΕ Εἰ, 


则 任 一 E, 均 为 有 限 集 ,事实 上 ,车 存在 Ες 为 无 限 集 , 则 Εν 必 存 在 可 数 子 
集 , 记 为 le| .注意 到 ,一 方面 由 Εν 的 定义 ,有 


Ὁ τα, εκ) 125.25 


NN 
但 另 一 方面 ,由 于 E( 从 而 {ei | ) 为 就 范 直 交 系 ,经 运算 可 得 


0 和 1z-2>(zyeell2= zl ze (ma 1,2, :::), 
k=1 k=1 


132 第 七 章 ”内 积 空 间 


即 ， 

Si | (xse) Rr)’ (1.2, ---), 
由 此 得 到 矛盾 .于 是 E(x)= ΠΕ, 为 至 多 可 数 集 . 注意 到 上 述 后 一 个 不 等 式 
的 论证 中 只 用 到 了 ie | 为 就 范 直 交 系 的 条 件 ,由 此 不 妨 将 E(x) 仍然 记 作 
[ex1, 若 其 为 有 限 集 , 则 由 上 述 不 等 式 即 得 Bessel 不 等 式 ;车 其 为 可 数 集 , 则 只 
需 令 闷 一 co 即 得 所 证 之 Bessel 不 等 式 . 


ΒΕ 设 晶 为 Hilbert 空间 ,(zi) 为 H 中 正 交 序 列 , 则 > α. 收敛 的 充 


要 条 件 为 2 zx ||? 收 敏 , 且 当 收 化 时 成 立 


Ρα... 
证 由 于 (xz,) 中 的 元 素 两 两 正 交 , 则 由 勾 股 公式 结合 归纳 法 易 知 ， 
18. = [α,. [7 (Cx = 1,2,.); 
μμ”. 


因此 ， (a) 中 Cauchy 点 列 的 充 要 条 件 是 ( > [α. ) 为 R 中 的 
Cauchy 数列 , 再 由 已 与 民 的 完备 性 即 知 ; Si 收敛 的 充 要 条 件 为 


时 
一 = lim η] Sol 


注 由 引 理 的 结论 易 知 ， > χι 的 收敛 性 与 1 zi 的 排列 次 序 无 关 , 且 当 
其 收敛 时 必 收 敛 于 同一 元 素 . 因此 ， 我 们 可 将 引 理 表述 为 如 下 形式 : 
设 互 为 Hilbert 空间 ,A 为 至 多 可 数 集 , xz; Ε Η(λΕε Δ/). ΗΒ Ἡ λι5έλ, 
时 Ta zx, ; 则 » xz:€EH 的 充 要 条 件 为 » | ἆλ [7 < + co , 且 成 立 
4€ Αρ 


ΑΕ Αρ 


一 » [αι (3. 


二 = παλ | Xp [3 一 > | Ιλ | 
ει 


σαι 
=1 


ς᾽ 2 
> Xa 
AE 40 
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(事实 上 , 当 Λι 为 有 限 集 时 , 恒 有 》) x E 电 ,上 述 等 式 乃 勾 股 公式 的 直接 推 
λε Δρ 


广 ). 

定义 7.2.2 设 EE 为 内 积 空 间 晶 中 的 就 范 直 交 系 ,车 αἰ Ε-»α-0, 则 
称 ,Η 的 一 个 完全 直 交 系 . 

定理 7.2.2(Fourier 展开 定理 ) 设 忆 为 Hilbert 空间 五 中 的 完全 直 交 
系 , 则 成 立 


二 Σία «θε, ΣΕΗ, 
«ΕΕ 


其 中 (xz ,e) 称 作 z 的 Fourier 系数 . 
证 对 于 任 一 x €E 晶 ,由 定理 7.2.1 可 知 , E(x):= {el|(x, ο)πέ0, 
e 和 五 为 至 多 可 数 集 , 且 成 立 
>) Τί, ολε]ὶ- > 10ze2= Nr, oF |α|7. 
e€EE(x) εΕΕ(α) «ΕΕ 


由 于 互 为 Hilbert 空间 , 则 由 引 理 可 知 » (α, 8)ες Η.Τὰ 
έξω 


1 
γ΄ ΡΣ) ία, ϱ)ε. 
«ΕΕ(α} 


由 内 积 的 连续 性 与 内 积 关 于 第 一 变 元 的 线性 性 知 , ΠΗ --2ΕΕ, ΒΕ 
EE€E(z), 则 有 


(y, ἔ) - ( Σ (x, e)e, 6)= 
若 sEENE(z) ,由 有 
(ν, 8) = (δ, ο)ε, ἔ)- δα. e)(e, 2)=0= (α, δ). 
由 此 即 得 


Σα. e)(e, ὁ) = (rx, ἔ): 
ECr) 


eE 


(y— zx, 6)=0,2€E, 
ἈΤΗ͂Ι(ν - τ)! Ε.Ε Ε 为 完全 直 交 系 的 定义 即 得 z= y, 从 而 
2 一 » (xX, e)e = Στα, ε)ο. 
«Εξί.ε) «ΕΕ 


定理 7.2.3 设 匹 为 Hilbert 空间 Η 中 的 就 范 直 交 系 , 则 下 列 命题 等 价 ， 
(1) EE 是 日 的 完全 直 交 系 ; 
(2) α- δ) (rx, ο)ε, «ΕΗ: 


(3) (α, y)= Σ) (rx, ο)ζν, ε), rx, γΕΗ: 
«ΕΕ 
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(4) 有 zz 人 = Σ) τί, ef, σΕΗ; 
εἓϱΕεΕ 
(5) (spanE) =H. 
证 在 此 ,我 们 仅 给 出 一 种 论证 线路 ,用 箭头 示意 如 下 : 
(4)55(2)55(3)55(4)55(1). 
σα 


SN 
(5) 


其 中 的 每 一 步 几 乎 都 是 显而易见 的 ,详细 说 明 留 给 读者 完成 . 
定理 7.2.4(Riesz-Fischer) 设 :-ἰο͵!|λΕ Λ| ΒΕ Hilbert 空间 已 的 就 
范 直 交 系 .对 于 任意 一 族 数 jw 1X € A|, 若 存在 4 的 至 多 可 数 子 集 A。 使 得 当 


XEA\ Au ΜΗ αἱ =0, 且 ΣῚ |a1?<+o%, 则 存在 惟一 的 x€ (spanE)-， 


AE Αρ 


使 得 a = (zx, ο) (λΕΛ)Η r= Σ)αιε . 


ΑΕΛ 


Ε 
证 由 于 巨 为 Hilbert 空间 日 的 就 范 直 交 系 ,因此 ioe, 1X4E€ ho} 中 的 元 
素 两 两 正 交 ,又 注意 到 
> ae 11 = Σ) Τα, [7 «1ου, 


4€ Δρ λΕ Αρ 


且 Λι 为 至 多 可 数 集 , 则 由 引 理 知 存在 x€ Η 使 得 
... 2) αχει -- > aaei : 
ΑΕΔ. AEA 


再 由 (spanE) 的 定义 , 即 知 τε (spanE) . 
其 次 ,由 内 积 的 连续 性 与 内 积 关于 第 一 变 元 的 线性 性 知 , 对 于 任 一 
AEA4A, 若 人 EA4o, 则 


1 ~ 
(z，ei) = (ΣΤ weuvei )= Σ)αχίει, 6) Ξ αι: 
λε Αρ ΠΠ 


若 1EANA4，, 则 


(rx, 0) = (5) we ,ei)= gi(e,, ei)=0= αι. 


AE40 λΕΛ 
即 证 得 wu (ας, e)(AEA). 
下 证 惟一 性 . 若 又 存在 νΕΗ 满足 定理 结论 中 所 需 之 条 件 . 则 由 


ΡΞ Doe - Σ αχέι 
AEA λΕΔρ 
以 及 (spanEE) 的 定义 即 知 yE (6ραπΕ) .其 次 由 


0 
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(ν. ει) Ξ αι Ξ (ra) (λές ΔΑ) 


可 知 
(αν, 6) Ξθ (λςΛ), 


Β(τ-ν)|Ε. 

注意 到 (spanE) 为 Hilbert 空间 Η 的 闭 (内 积 ) 子 空间 ,从 而 (spanE) 为 
Η 的 完备 子 空间 ,由 定理 7.2.3,E 即 为 Hilbert 空间 (SpanE) 的 完全 直 交 
系 .于 是 由 x 一 y€E (spanE) 且 (x 一 y) LE 即 得 x 一 y=0, 亦 即 ν-α. 

定理 证 毕 . 

定理 7.2.5 任 一 非 零 内 积 空间 必 存 在 完全 直 交 系 . 

证 设 晶 为 非 零 内 积 空 间 , 令 

M := IE |1E 为 日 的 就 范 直 交 系 }. 


由 于 H 关 101, 因此 存在 «ΕΗ 县 x 滨 0, 则 | 这 和 | 即 为 妥 的 一 个 就 范 直 交 


系 ,此 即 说 明 M 关 名. 现 将 集合 的 包含 关系 “ 己 " 作 为 M 上 的 偏 序 关系 .因为 
Η 中 的 任意 多 个 就 范 直 交 系 之 并 集 仍 为 日 的 就 范 直 交 系 ,所 以 对 于 M 的 任 
一 全 序 子 集 W,W 中 的 一 切 元 素 (作为 H 的 子 集 ) 之 并 集 显 然 为 W 的 一 个 上 
界 .由 Zorn 引 理 , 则 M 存在 极 大 元 下. 

现 说 明 此 下 必 为 日 的 一 个 完全 直 交 系 .事实 上 ,由 极 大 元 定义 知 FE M ， 
即 玉 是 的 就 范 直 交 系 , 若 下 不 是 完全 的 , 则 存在 xEH,zz0 且 xz] Ε,ΗΙ 


此 ,F,:=FU TT ΕΜΗΕΞΕΙ, 3 Fi 关 F, 这 与 下 为 M 的 极 大 元 的 


定义 矛盾 .证 毕 . 

注 在 此 ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 如 下 重要 结论 : 若 Η 为 Hilbert 空间 , 则 
Η 的 一 切 完全 直 交 系 等 势 . 称 此 势 为 日 的 Hilbert 维 数 或 正 交 维 数 ; 若 Η -- 
101, 则 规定 其 正 交 维 数 为 0. 

定义 7.2.3 设 所 与 启 为 同一 数 域 乓 上 的 两 个 内 积 空间 ,车 存在 由 Η 
3Η 的 满 射 了 ,满足 


Τ(ατ + βν) = ayTz+pTry χ, γΥΕΗ, αιβς ΕΙ 
(Τσ, Τν) = (zx,y),x,y € 互 ， 


则 称 T 为 五 到 襄 上 的 ( 保 范 线性 ) 同 构 上 映射 , 吾 53 Η 称 为 保 范 线性 同 构 , 简 
称 为 同 构 . 
定理 7.2.6 同一 数 域 上 的 两 个 Hilbert 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 具 
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有 相同 的 正 交 维 数 . 

证 设 万 与 下 为 两 个 Hilbert 空间 . 

必要 性 . 令 全 为 H 到 六 上 的 同 构 映 射 .由 于 械 保 持 内 积 不 变 , 因 此 丁 保 
持 由 内 积 导 出 的 范 数 不 变 , 即 知 线性 映射 了 必 为 单 射 ,又 加 之 了 为 满 射 的 条 
件 , 从 而 工 为 双 射 .特别 地 , 昌 的 完全 直 交 系 与 冰 的 完全 直 交 系 对 等 ( 即 等 
势 ), 亦 即便 与 片 的 正 交 维 数 相 同 . 

充分 性 . 设 互 与 音 的 正 交 维 数 相同 . 当 互 = 百 = 10} 时 ,结论 显然 成 立 . 
τὰ Η 5 Π ΒΙ83ΕΞ Ηήρετι 空间 ,EE ΠΕ 33Η ΠΗ͂ 的 完全 直 交 系 . 由 
假定 ,E 5 Ε 等 势 ,于 是 可 用 相同 的 指标 集 A 来 标记 它们 , 即 可 记 


E:= 6 ΙλΕΛΙ, ΕΙΞ ΙδΙλΕ ΔΙ. 
由 定理 7.2.3, 我 们 有 
Z = δα, e)e, κ” Ξ δ)! (αν ει) [να Ε Η. 
定义 映射 工 : ι ι 
Τα = διία, εν), χ«ΕΗ, 
则 由 定理 7.2.1 与 定理 7.2.4 可 知 ,为 由 万 31Η 的 映射 , 且 由 内 积 关于 第 
一 个 元 素 的 线性 与 连续 性 可 知人 为 线性 映射 .又 
[| Τα [7 = » (αν ει) = ασε, 


即 工 是 保 范 的 ,( 由 极 化 恒等式 ) 因 而 保持 内 积 不 变 , 同 时 线性 映射 Τ᾽ 的 保 范 
性 说 明了 为 单 射 .最 后 说 明 了 为 满 射 ,事实 上 ,对 于 任 一 = ΣΩ, οὐδ, 
ΕΉ, 若 令 
r= ΣΩ, ὅ)ει ΕΗ, 
则 再 次 由 定理 7.2.4 可 知 ， 
(., ἐν) - (¥, BX EA). 
于 是 ， 
χ- ΣΩ, 51) = δαν ει)ει = Τα. 


由 此 证 明了 ΤΗ 到 上 应 上 的 同 构 映射 , 即 Η ΠΗ͂ ΠΗ. 
注 设 电 为 Hilbert 空间 , 且 正 交 维 数 为 y; 又 设 X 是 势 为 7 的 集合 ,Am 
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为 (XX, 沪 多)) 上 的 计数 测度 , 则 五 与 同一 数 域 上 的 Hilbert 38 Ξ[Π] Ι.7(μ,) [ΠΤΙ 
(其 中 L(y ) 的 完全 直 交 系 为 jy |x EX1). 特 别 地 ,车 7Y=Xo, 则 LL (p.) 
=12; 若 7Y=n(EN), 则 L(y)=C" 或 R". 

定理 7.2.7 设 厂 为 Hilbert 空间 , 则 Ἢ 为 可 分 空间 的 充 要 条 件 是 所 的 
正 交 维 数 迄 共 ". 

定理 的 证 明 留 作 练 习 . 


$7.3” 正 交 分 解 


定义 7.3.1 设 M 为 内 积 空间 已 的 子 空间 ,z6E 已 , 若 存在 y€ M 使 得 
(z-y) AM, 则 称 y 为 zx 在 M 上 的 ( 正 交 ) 投 影 . 

注 易 证 ,z 在 M 上 的 投影 若 存 在 则 必 惟 一 . 

定理 7.3.1( 投 影 定理 ) 设 M 为 内 积 空 间 晶 中 的 完备 子 空间 , 则 对 于 任 
一 TE€ 昌 ,存在 惟一 的 y€ M 使 得 zx 一 y 上 M, 且 


ο ο lxEAM+ 


证 由 定义 7.3.1 后 注 ,我 们 略 去 投影 的 惟一 性 的 说 明 
由 条 件 , Μ 为 Hilbert 空间 ,因此 ,M 中 存在 完全 直 交 系 瓦 使 得 


5 Ξ > (z,e)e,z ΕΜ. 
ἐεΕΕ 
对 于 任 一 取 定 的 zxE 万 , 令 
y= >,(z,e)e， 
“ΕΕ 
则 由 定理 7.2.1 与 定理 7.2.4 可 知 y€ M 且 成 立 
(y,e) = (ze) (e € Ε). 
即 (z 一 y)L 上 LE, 又 由 M =(spanE) 即 知 (zx 一 y)|M. 此 外 ,对 于 zEM ,， 
[α-α]|- "απο (ας) (αν) κι” 


[α|[}- > (ze)(z,e)- » (xz,e) ο). 1ο. Σ) Γ(ανο) [7 


ΕΞ: εε 
= zl+> ze)-(ze)P- Σ) 1 (ανε) 7. 
e€EE «ΕΕ 


由 此 可 见 , 当 且 仅 当 (z,e)=(z,e) (eEE) 亦 即 z=y 时 ,上 式 取 值 最 小 .证 
毕 . 
定义 7.3.2 设 M 为 内 积 空间 有 H 的 子 集 , 记 


138 第 七 章 ”内 积 空间 


Mi:= 1zE 万 1z | ΜΙ. 


则 称 M+ 为 M 的 正 交 补 集 . 

定理 7.3.2 设 M 为 内 积 空间 已 的 子 集 , 则 

(1) ΜΙΑ Η 的 闭 子 空间 ; 

(2) M+=(M )+=((spanM) )-. 

证 明 留 作 练习 . 

定义 7.3.3 设 X 为 线性 空间 ,Y,Z ΑΧ 的 子 空间 .车 对 于 任 一 x EX， 
存在 惟一 的 y€ Y,zE€2Z 使 得 t+=y+x, 则 称 XX 是 Y 与 Z 的 直接 和 , 记 为 X 
= Y+Z,Y 和 Z 称 为 X 的 一 对 互补 子 空间 ,2 称 为 Y 的 代数 补 子 空间 . 

显然 ,此 时 必 有 Y 门 Z= 10 .反之 ,车 Y 门 Z= 10), 且 对 于 任 一 zEX, 存 
在 yEY,zE2Z 使 得 z=y+z, 则 满足 此 等 式 的 vEY,>zEZ 必 惟 一 . 

定义 7.3.4 设 M,N 为 内 积 空间 互 的 子 空间 , M | N. 若 对 于 任 一 
zE 万 ,存在 yEM,zEN 使 得 z=y+z, 则 称 妃 是 M 与 N 的 直 交 和 , 记 为 
H= MON. 

由 于 此 时 必 有 MN 人 N= 10} , 且 内 积 空间 必 为 线性 空间 ,所 以 直 交 和 必 为 
ΕΦΕΤ. 

定理 7.3.3( 正 交 分 解 定理 ) 设 Μ 为 Hibert 空间 Η 的 闭 子 空间 , 则 


H=MOM-. 


证 由 条 件 可 知 , M ΑΗ 的 完备 子 空间 ,于 是 由 投影 定理 可 知 ,对 于 任 
一 +E€ 昌 ,存在 y€ M 使 得 (x 一 y)]M. 记 z=x~-y, 则 z=y+z, 其 中 
zEAM- .而 由 M+ 的 定义 ,显然 有 M 上 AL, 且 由 定理 7.3.2(1) 知 ,AM+ 必 为 
互 的 ( 闭 ) 子 空间 .此 即 说 明 ΗΞ MBM+. 

定理 7.3.4(Riesz 表示 定理 ) 设 日 为 Hilbert 空间 , 则 对 于 Η Γμπῇ-- 
有 界线 性 泛 函 ,存在 惟一 的 «ΕΗ 使 得 


f(x)= (xr,z),r EH, 


且 上 f= z|. 

证 存在 性 . 设 /为 Hilbert 空间 的 有 界线 性 泛 函 . 若 .4( 六 = 万 , 则 取 > 
=0 即 可 .下 设 从 廊 天 万 , 则 存在 zoE.4 7 由 定理 6.3.4 知 ,八方 是 瓦 的 
闭 子 空间 .由 于 互 完 备 ,因此 .4 JP) 为 互 的 完备 子 空间 ,于 是 由 投影 定理 , 存 
在 yo=. 欠 了 ) 使 得 


- νο τσ. 4). 
显然 , zo &@Mf), 有 8 
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并 一 fs E .Mf),rEH, 


从 而 


即 


经 简单 运算 整理 ,得 
f(zo) ς 
10) = (7) eh 


记 == 从 5 <, 即 证 明了 存在 性 
惟一 性 . 若 之 E Η, 448 
f(r)= (zz),zE Η, 
即 
(zz)= (zz),zE 万 ， 
亦 即 
(z 之 -zx)=0,z6E Η. 


特别 到 x = 之 一 z 即 知 大 -zj=0, 从 而 立 = =. 
保 范 性 .由 Schwarz 不 等 式 


| f(x) 1=1(r,z) | Ισ rl,rEH, 
可 知 {| [|| Ἐξ || z|. 另 一 方面 ,特别 取 x = z, 则 由 
ο κ δια) 站 有 


即 得 | /之 站 z .从 而 证 得 上 f= zj. 
至 此 定理 证 毕 . 


$7.4 ΠΡ] ΠΗθλ6{π55|5| ΠΛΗ Γ 


定义 7.4.1 Hilbert 空间 互 上 的 有 界线 性 泛 函 全 体 所 成 的 Banach 空间 
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称 为 Η 的 共 轿 空间 , 记 为 H”. 


作 映 身 
Τ:.Η--Η". 
zmrTz = /{.. 
ΠΗ Riesz 表示 定理 ,人 是 瑟 到 万 "上 的 一 一 对 应 , 且 ‖z| = Tz 中 . 此 外 ， 


对 于 a,BEC,y,zEH 有 
T(ay + βε)(α)Ξ faa(r) = (xr,ay + Be) = αία.,ν) + βία,α) 
= af,(x) + Bf.(x) = (aTy + βΤε)ία),α Ε Η. 
所 以 
Τίαν + βε) = aTy + BTz, 
即 Τ 为 共生 线 性 的 .我 们 称 了 为 五 到 互 *" 上 的 保 范 共 斩 线性 同 构 映 射 .在 这 


种 同 构 意义 下 ,今后 将 z 和 /. 看 成 一 致 ,这 样 ,HH 和 万 * 就 -- 致 化 了 , 记 为 和 
=H' , 故 称 互 ΗΞΕΡΕΣ. 
值 是 泛 函 z 在 z 点 的 值 乘 以 z, 这 与 将 电视 作 赋 范 线性 空间 时 的 共 印 空间 果 
的 情况 不 同 . 

定义 7.4.2 设 及 和 G 为 两 个 内 积 空 间 ,AE%( 理 ,G), 若 存在 B:G 一 
Η δα 


(Ας, ν) 一 (αι, By ) , 工 Ε H,y 6 ᾱ, 


则 称 B 为 A 114518 πχ} ΒΒ Τ. 
定理 7.4.1 设 晶 为 Hilbert 空间 ,G 为 内 积 空间 , 则 对 于 任 一 
ΑΕΘΚΗ,Ο), ΤΕΕ ΠΠ ΑΕΘ(Ο,Η),Β ΠΑ’ = 1A1， 


证 ΑΕΟΗ,Ω),ἩΈΕ--νες,ΞΧ f: HC， 
f(r)= (Ar,y),r EH. 
由 A 以 及 内 积 关于 第 一 变 元 的 线性 性 可 知 了 为 五 上 的 线性 泛 函 ,又 由 
{f(z) κ 1Αε| νίς ΙΑ ]Ίν]α],αςΗ, 


可 知 ΓΒ, Η | Γ|!Ξς | Α || ||ν|.ὨΕΈΕΞΙ Η Ἢ ΗΡετι 空间 ,于 是 由 Riesz 
表示 定理 ,存在 惟一 的 y* €E 晶 使 得 上 f= 上 y" 中 ,是 


f(rz)= (αν λ),αεΗ. 
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定义 A* :GH,， 
Αγ-γν',νΕΟ, 

则 有 

(Αν) = (zx,Ay),x EH,y€ G. 
下 证 满足 上 式 的 4 "ES 有 CCG ,万 ) 且 惟一 . 

首先 证 明 “ 惟 一 性 ”. 若 映射 B:G- 日 满足 
(xz,By) = (Ar,y) = (zx,A’'y),r €E H,y€ G, 

则 

(xr,By~-Ay)=0,x€E H,y€ G. 


由 于 上 式 对 一 切 zE 日 成 立 ,因此 By-A*y=0(y€G), 即 By=A*y 
(y€E€G), 亦 即 B=A*. 
其 次 证 明 4 "为 线性 算 子 .对 任意 的 y,z€EG,a,BEC, 对 任 一 xE 日 ,有 


(α,Α (ay+ βε))- (Ασ,αν + βε) = a(Ar,y) 1 B(Ar,z) 
= a(zr,A’y)+B(r,A’z)= (α,αΑ” γ) 1 (zr,BA'z) 
= (za4 y+ BA’z), 
由 于 上 式 对 一 切 τεΗ 成立, 因此 
A'(ay+PBe)= aA"y+hA'z, y,z E Ga,PEC. 
最 后 证 明 A" 有 界 , 旦 上 A" 中 = A 1. 事实 上 ,由 
[Αν] = ly = Τὸ |Allyl,y€ESG, 
即 知 4 “有 界 , 且 |‖ 4 κα ||. 另 一 方面 ,由 
| Α. [7 -!(Ατ,Ατ) |! (zx,A* (Ar 有 zaAzlze， 


ΗΠΙΑτίςκ ΙΑ” Ι [Πα ]Π(αΕΗ),ἙΕΕΑ1«ΠΑ" 1. 

定理 证 毕 . 

注 当 五 =G 为 n 维 内 积 空间 时 ,在 给 定 基 下 ,A nxn 矩阵 相对 应 ， 
4 " 即 对 应 于 相应 的 共 斩 转 置 矩 阵 ， 

定理 7.4.2( 星 运算 ) 设 互 ,多 为 Hilbert 空间 ,G 为 内 积 空间 , A， 
ΒΕΘΚΗ,Οσ),ΟςΕ4(Κ,Η),α,βΕς. ΠΒ 

(1) (αΑ + 8B)’ -αΑ" -6Β᾽; 

(2) A"*= 
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(3) (ΑΟ) =C 4 ; 

(4) ΙΑΑ[- [ΠΑ |}-|ΑΑ” [1 

(5) 8 Α,ΕΘ(Η,Ο)(»-1,2,::),Β Α,-"Α(π-»οο), ΜΔ Α; -- 
Α"(η-»οο}), 

定理 7.4.3 设 五 ,G 为 Hilbert 空间 ,AE38( 昌 ,GG). 则 

(1) MA)=2(A*)+; 

(2) ΜΑ}! =R(A*).，; 

(3) MA )= RA); 

(4) ΚΑ”) Ξ6(Α)". 


上 述 两 个 定理 的 证 明 留 作 练习 . 

δι 考虑 方程 
Ar = y, (1) 
Αα-ο, (2) 


车 胞 A) 是 闭 的 , 则 由 定理 7.4.3(4) 即 知 :方程 (1) 有 和 解 的 充 要 条 件 是 y 与 方 
程 (2) 的 一 切 解 正 交 . 


$7.5 自 伴 算 子 、 西 算 子 和 正常 算 子 


定义 7.5.1 设 互 为 Hilbert 空间 ,TE%(H,H). 

(1) 车工 = T* , 则 称 工 为 日 上 的 自 伴 (或 自 共 思 、Hermitian) 算 子 . 
(2) 车 工 为 双 射 , 且 Τ᾽ = TT "1!, 则 称 工 为 H 上 的 西 算 子 . 

(3) Τ᾽ 本 = TT" , 则 称 工 为 有 上 的 正常 (或 正规 ) 算 子 . 

由 自 伴 算 子 的 定义 可 知 ， 


T= TS(Tr,y) = (zx,Ty),r,y€E Η. 


显然 , 若 了 为 自 伴 算 子 或 酉 算 子 , 则 Τ 为 正常 算 子 . 
注 ἄ τιυ--ο' 为 一 线性 算 子 (线性 变换 ) ,在 给 定 的 基 下 , 则 荆 和 工 * 
分 别 表 为 n x n 矩阵 A 和 A7 ,矩阵 A 称 为 


Hermitian 阵 , 当 丁 是 自 伴 算 子 (此 时 A = ΑΠ}, 

酉 阵 ， 当 人 是 酉 算 子 (此 时 Αἵ = ΑΠ}; 

正常 阵 ， 当 了 是 正常 算 子 ( 此 时 4I4 = 447). 
类 似 地 , 当 ΤΙΚ”" κ" 为 一 线性 算 子 , 则 称 A 为 


87.5 自 伴 算 子 、 西 算 子 和 正常 算 子 143 


( 实 ) 对 称 阵 , 当代 是 自 伴 算 子 (此 时 4 = A’); 
正 交 阵 ， 当 工 是 西 算 子 (此 时 A” = ΑΠ). 


引 理 (关于 算 子 的 极 化 恒等式 ) {ἑΗ,Ο 为 内 积 空 间 ,A,BE3(H,G). 
则 对 于 任意 的 x,y€ 晶 ,有 


(Ατ, Βν) + (Αν, Βτ) 


- Σἰ(Α(α +) Br 4 ϱ)) - (A(t - y),B(r - ν)) 


(Αν, Βν) . (Αν. Βτ) 


= (A(z εἴν), Βία tiy) - (ACr ~ iy), Blr -iy)}; 


(Ax,By) = #1(AC(z + 3),B(r+y)) (Αα — y),B(r -ν)) 


t+il(A(r+y),B(r+y)) -i(A(r - γ),Β(α - y)|. 
证 易 知 ,对 于 任意 的 x,yE€E 日 及 aEC, 有 
(Α(α + ἀν), B(x + ay)) | 
= (Ar,Bzr) +a(Ay,Br)+a(Azr,By) ΕΙ a [2 (Αν, Ην). 


分 别 取 a = +1, 上 +i, 然 后 经 整理 即 得 所 证 . 
推论 1 设 晶 为 复 内 积 空间 ,TE 风 ( 昌 ,日 ). 则 本 =0 的 充 要 条 件 是 


(Tr,r)=0,r€EH. 


证 必要 性 为 显然 .下 证 充分 性 . 在 引 理 的 第 三 个 等 式 中 特别 取 A = T， 
有 =T,y=Tz, 由 充分 性 条 件 即 得 


(Tr,Tr)= 0,r€H, 


由 此 即 知 Τ--0. 
推论 2 ΥΣΗ,Ο 为 内 积 空间 ,4 ,BE52(B,G). 则 
ΙΑτ] = ΙΒτίήιτε η 
的 充 要 条 件 是 


证 充分 性 为 显然 .下 证 必要 性 . 
3 G 为 实 内 积 空间 , 则 在 引 理 的 第 一 个 等 式 中 取 A = B, 由 必要 性 条 件 
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即 得 
4(Ar,Ay) = ΙΑ εν) - Αα - ν) 
= |BGz+y)l - Βία - ν) 
= 4(Br,By), α.νς Η. 


车 G 为 复 内 积 空间 , 则 在 引 理 的 第 三 个 等 式 中 取 A = B 同 理 即 可 证 得 . 
推论 3 ΠΗ Ηιύετι 空间 ,A,BE%( 昌 ,日 ). 则 


| Az) = |Brl|,rEH 
的 充 要 条 件 是 
ΑΑ-ΒΒ 
证 注意 到 
(Ατ, Αν) = (z,4 Ay),(Br,By) = (α,Β'Βγ),α,ΥΕΗ, 
于 是 由 推论 2 即 得 所 证 . 


定理 7.5.1 设 昌 为 Hilbert 空间 ,TE3( 晶 ,日 ). 则 
(Ὁ 当 矿 为 复 空间 时 ,人 本 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 (Tx,x)(xEH) 为 
实数 ; 
(2) 了 为 酉 算 子 的 充 要 条 件 是 T 为 映 上 的 保 范 算 子 ( 即 上 站 = xz， 
ας Η): 
(3) 为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 1Tzl= Τα! (x€H). 
证 (1) 必 要 性 由 下 式 即 得 
(Tzr,z)= (zx,T’rx)= (zx,Tr) = (Τςε,χ),τΕΗ. 
充分 性 .由 条 件 可 知 ， 
(Tzr,z) = (Tr,z) = (ασ, Τα) = (Tx,x),r EH, 


注意 到 Η 为 复 空间 ,于 是 由 引 理 之 推论 1 即 知 T= T* , 即 ΤΗΛ. 

(2) 必要 性 .由 西 算 子 定义 知 工 为 映 上 的 , 且 由 引 理 之 推论 3( 特 别 取 Β 
= 了 ,注意 到 1" = 站 ) 即 知 全 是 保 范 的 . 

充分 性 .由 了 为 保 范 的 线性 算 子 知 T 为 单 射 , 且 由 引 理 之 推论 3 知 工 * 荆 
= 工 .又 因为 了 为 满 射 , 所 以 了 为 双 射 , 故 工 的 逆 上 映射-! 存 在 , 且 由 此 即 知 
T*"=T!, 

(3) 令 引 理 之 推论 3 中 的 A=T,B=T" , 且 注 意 到 B=A**=A, 即 
得 所 证 . 
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定理 7.5.2 设 妃 为 Hilbert 空间 ,TT,T,€38(H,H)(n=1,2,…), 且 
lim T, = 械 . 则 当 (T, ) 分 别 为 自 伴 算 子 、 西 算 子 与 正常 算 子 序列 时 ,全 分 别 为 
相应 的 自 伴 算 子 . 西 算 子 与 正常 算 子 . 

证 注意 到 ， 


[Τ..-1Τι| = Ι,- τσι Ττ,- ΤΙ αντε (n= 12…)， 
因此 当 lim Τ, = 工时 , 必 有 
lim Για = Ίτ,α ς Η. 
由 此 易 证 得 定理 之 结论 (具体 过 程 留 给 读者 完成 ). 
定理 7.5.3 ΕΗ Ἂ Ηίδετι 空间 ,T,SE%(H,H). 
4) 车工 为 自 伴 算 子 , 则 对 于 任 一 aER,aT 为 自 伴 算 子 ; 
若 T 为 丁 算 子 , 则 对 于 任 一 aEC 且 |a| =1,eT 为 酉 算 子 ; 
若 了 为 正常 算 子 , 则 对 于 任 一 a€EC,aT 为 正常 算 子 . 
(2) 若 T,S 为 自 伴 算 子 , 则 工 + S 为 自 伴 算 子 ; κ 
若 了 ,S 为 正常 算 子 , 则 Τ15 为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 
TS"+ST*"=S*T+T’*S. 
(3) 若 了 ,S 为 自 伴 算 子 , 则 TS 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 TS = 5Τ: 
车 本 ,S 为 西 算 子 , 则 TS 为 西 算 子 ; 
ἘΤ,5 为 正常 算 子 , 且 TS* -5᾽Τ, ST* = Τ"5,ΠΙ TS 为 正常 
算 子 . 
(4) 工 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 并 "为 自 伴 算 子 ; 
T 为 酉 算 子 的 充 要 条 件 是 三 "为 丁 算 子 , 且 有 (人 ) !'=(T-!)*， 
Τ 为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 了 为 正常 算 子 . 
定理 7.5.3 中 的 每 一 个 结论 均 可 由 定义 及 通过 简单 的 演算 得 到 ,具体 验 
证 留 给 读者 完成 . 
注 ”作为 定理 7.5.3(2) 的 特例 ,我 们 有 
1” 设 万 为 Hilbert 空间 ,T,SE%(H,H),T’*=T,S*=--S. 则 工 + 
S 为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 TS = 5Τ. 
2” 若 万 为 复 Hilbert 空间 ,TT, SE 3(H,H),T*=T,S*=S. 则 工 + 
iS 为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 TS = ST. 


习 Β 
1. 设 卫 为 内 积 空间 ,z，yE 妃 ,证 明 : 由 内 积 导 出 的 范 数 满足 : 
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(1) αν Πατ τα νι 2}: 
(2) 若 Η 为 复 内 积 空间 , 则 


(α.ν)- Fr+yl? Tr-yl? +ilzrtiyl? στα -- ἵν |) 
(3) 车 所 为 实 内 积 空间 , 则 
Cy) = ety yl). 


2. 设 (z, ),(y, ) 为 内 积 空间 日 中 点 列 ,x, --α 且 y 一 y, 证 明 : (ανν) ταν). 

3. ἀξία, ) 为 内 积 空间 日 中 点 列 , | z, πα [Βαν εν) (ανν) (Φε 日 ), 证 明 : 
Tn 

4. 设 互 为 实 内 积 空间 , | x+y| ?=x 1?+ 上 y 上 ,证 明 :x 上 y, 且 证 明 对 于 任 一 
复 ( 非 零 ) 内 积 空间 ,此 结论 必 不 成 立 . 

5. 设 时 为 内 积 空间 ,E ,Η 的 稠密 集 ,证 明 : 若 x_|E, 则 x=0. 

6. 证 明 :C[a,b] 不 是 内 积 空间 . 

7. 设 日 为 内 积 空间 ,x,yE€ 晶 ,证明 : | y1 委 | ez+y 直 对 一 切 EC 成 立 的 充 要 条 
件 为 (z,y)=0. 

8. 证 明 : 实 内 积 空间 妃 上 的 刚体 运动 必 可 分 解 为 平移 与 保 角 线 性 变换 . 

9. 设 巨 为 Elbert 空 间 五 中 的 就 范 直 交 系 ,证 明 下 列 命题 等 价 : 

(4) E 是 日 的 完全 直 交 系 ; 


(2) α = > (zye)e,z ΕΗ; 


“ΕΕ 
(3) (αν) = > (z,e) (ye)zryE Η: 
EF 
(4) | zl? = D1(r,e) [να Ες Η! 
“ΕΕ 
(5) (spanE) = Η. 
10. ὃξ Ε Ἢ ΗΙΌΕτιΘΞ|5] 日 中 的 就 范 直 交 系 ,DCH 且 D” = 万 ,证 明 : 若 成 立 
[α][}- D1(r,e) ένα €D, 
“ΕΕ 
ΠΕ 是 完全 直 交 系 . 
1. 设 互 为 Hilbert 空间 , 则 Η 为 可 分 空间 的 充 要 条 件 是 互 μπλε Ακ ος, 
12. 设 
M:=lzlzr=(z)E1, 且 zz = 0n = 1,2,.- 1, 
证 明 :M 是 1 的 闭 子 空间 , 且 求 出 MT+ . 
13. 设 M 为 内 积 空间 互 的 子 空间 ,xE€ 日 ,证 明 ;xz 在 M 上 的 投影 若 存在 则 必 惟 一 . 
14. 设 := |ei ,es;,…,e, | 为 内 积 空间 Η 中 的 就 范 直 交 系 ,证 明 : 对 于 任 一 GE 万 ,> 
在 spanE 上 的 投影 存在 且 为 (ze )er。 
15. 设 AM 为 内 积 空间 万 的 子 集 , 证 明 ， 
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(1) M+ 为 H 的 闭 子 空间 ; 

(2) M+ =(M )+=((spanM) )-. 

16. 设 太 为 Hilbert 空间 ,MCH 且 M 关 多, 证 明 :(M')+ 是 X 中 包含 M 的 最 小 闭 子 
空间 . 

17. 设 互 为 Hilbert 空间 ,M 为 日 的 闭 子 空间 ,xxo€E 日 ,证 明 : 

mini |r-xol lx €E MI= maxi(ro,y)} lyE M:,|yl = 1 

18. 设 晶 为 Hilbert 空间 , ΜΗ 的 闭 子 空间 ,证 明 :dim(AM+ )=1 的 充 要 条 件 是 存在 
态 上 的 非 零 有 界线 性 泛 函 /使 得 M=.A/). 

19. 证 明 :; 自 共 轿 的 内 积 空间 必 为 Hilbert 空间 . 

20. 设 昌 为 Hilbert 空间 ,AE 3( 昌 ,日 ) ,证 明 :R(A) 为 有 限 维 的 充 要 条 件 是 A 可 表 
为 


Ar = Dew), ΣΕΗ. 
21. 设 1e, | 为 Hilbert 空间 Η 的 完全 直 交 系 ,A 是 由 互 到 已 中 的 线性 算 子 , 且 满足 
Ae, = esl(n = 1,2,…), 
试 求 :8(4) ΚΑ), ΓΑΠΡΑΚΑ'. 
22. 设 万 为 Hilbert 空间 ,TE (Η.Η)ΒΙ ΤΙ ΚΙ, ΠΕΒΗ: 
Ια!Τα-».,αΕΗΙΞ|αιΤ᾽α-α,αΕΗΙ. 


23. ΣΤΗ, Κ 为 Hilbert 空间 ,G 为 内 积 空 间 , Α,ΒΕΌΚΗ,Ο),ΟσΕΩ(Κ.Η),α.βΕ 
ς.ἱΕΒΗ͂. 
(1) (aA +8B)’ -αΑ" + 有 "| 


(2) Α΄ ΞΑ: 
(3) (ΑΟ) ΞΟ" Αα’: 
(4) |ΑΑ][-]|Α[}-|ΑΑ" [11 


(5) 设 Α,.Ε“ΚΗ,Ο)(:-1,2,---),Β.Α,--Α(π-»οο),ΙΙ Α7--Α"(π--οοὴ. 
24. ΠΣΗ ἩΗΙΡεΓιΞΞ|Β], ΑΕΟΚΗ,Η),Τ-Ι1Α"Α,“ΕΒΗ:Τ ΒΒ. 
25. ὕΣΗ,Ο 为 Hilbert 空间 ,AE (Η. 0) ΕΗ: 
(1) .ΚΑ}Ξ5Κ(Α" γε; 
(2). ΚΑῚ! Ξ (ΑΙ): 
(3). «ΚΑ }ΞΟΚΑ):: 
(4) MA')+:=RHA). 
26. 设 日 为 复 Hilbert 空间 ,TE 2Η. Η),ἩΕΒΗ͂: 
T=- TORe((Tr,x)) = 0(σΕ Η). 
27. 1ξ Η Ἄ3: Hilbert 空间 , ΤΕΘΚΗ,Η)ΗΤ-Τ᾽ ,证 明 : 


T= 09(Τ1,2) = 0(x € Η). 
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28. δὲ Η 3 Hilbert 空间 ,了 ,7 ΕΘΗ, Η)(.-1,2,»:), Β. [πα T= 全. 证 明 ; 当 
(了 ) 分 别 为 自 伴 算 子 , 酉 算 子 与 正常 算 子 序列 时 ,了 分 别 为 相应 的 自 伴 算 子 、 西 算 子 与 正 
常 算 子 . 

29. 设 昌 为 Hilbert 空间 ,TE 2Η. Η) .证明 : 

(Ὁ 工 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 了" 为 自 伴 算 子 ; 

(2) 醋 为 西 算 子 的 充 要 条 件 是 T* 为 酉 算 子 , 且 有 (三 ) (Τι 

(3) 工 为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 了" 为 正常 算 子 . 

30. 设 电 为 Hilbert 空间 ,了 T,SE 级 HH, 日 ) .证 明 : 

(1) 若 了 ,S 为 正常 算 子 , 则 工 + S 为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 

TS*+ST*"=S*T+T’S; 


(2) Τ᾽ =T,S = δι Τις 为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 TS = ST; 
(3) 1Η 为 复 空 间 ,T =T,S = S, 则 T+1iS 为 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 TS = ST. 


第 八 章 ” 泛 函 分 析 的 基本 定理 
88.1 Hahn-Banach 延 拓 定理 


定义 8.1.1 设 XX 为 实 ( 或 复 ) 数 域 下 上 的 线性 空间 ,p :XR 满足 
p(x+y)p(r)+ ρίν), r,y€EX, 
Ρίαχ) =|lalp(r), a EF,r EX, 
则 称 p 为 线性 空间 XX 上 的 一 个 “ 半 范 数 ”. 
由 半 范 数 的 定义 易 知 :p(0)=0, Η p(x) 宇 0 (σεχ). 
定理 8.1.1( 实 线性 空间 中 的 H-B 延 拓 定理 ) 设 p 为 实 线 性 空间 X 上 
的 半 范 数 ,2Z 为 X 的 子 空间 ,f 为 Z 上 的 线性 泛 函 ,满足 


f(r)p(r), ας, 


则 存在 X 上 的 线性 泛 函 了 ,使 得 

(1) ΤΕ: 的 延 拓 , 中 (x)= f(x) (x€2); 

(2) f(x)Ep(r) (rEX). 

证 设 了 为 满足 下 述 三 个 条 件 的 线性 泛 函 g 全 体 所 成 之 集 : 

(i) g 的 定义 域 2(g) 是 X 的 线性 子 空间 ; 

(1) g 是 f 的 延 拓 , 即 (ία) ΟΖ. ΒΗ. g(r)=f(x) (rE€EZ); 

(1) ρ(α)εΞ-ρ(σ)(αΕΦ(ρ)). 

由 FE8 可 知 3 名 .在 了 中 定义 偏 序 关系 : 

gi1 <g2 := Dg1) TDg), Her) = g(r) (ας I(g1)), 
由 此 乡 便 成 为 一 非 空 偏 序 集 . 

设 Q 为 子 中 的 任 一 全 序 子 集 , 令 9= (8), 且 定义 2 上 的 函数 :对 
任 一 x€E9, 存 在 gE€EQ 使 得 E22(g), 规 定 h(r)= g(x). 

首先 ,注意 到 Q 为 全 序 集 ,由 此 易 知 : 

1 ”着 xE9, 且 存在 g1,g;€Q 使 得 x€9%(g) 门 2(g,), 不 妨 设 
ει-ρ,, ΙΗ g1(x)= g(xz). 此 即 说 明 如 上 定义 的 h 有 意义 . 

2 对 于 任意 的 yz,yE9,a,pER, 则 存在 gj ,g;€Q 使 得 x€ 9(g,)， 
yE 9(g,), 不 妨 设 gl<g:, 则 必 有 xz,yE2G(g; ), 由 于 2(g; ) 为 X 的 线性 子 
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空间 ,因此 ar 二 ByE (gs), 从 而 ar + βνε 3, 此 即 说 明 9 也 是 XX 的 线性 子 
空间 ;同时 有 
h(ax + By) = g(ar + βν) = αρι() + βο;(ν) = ah(x) + Ph(y), 

ΗΠ ἡ Ἢ ὦ ΕΗΠέΚΤΕΥΣ ΡΕ. 

其 次 ,h 显然 是 了 的 延 拓 , 且 对 任 一 x E959, 则 存在 gEQ 使 得 h(x)= 
ε(α)κρ(α). 

上 述 讨 论说 明了 hEZ. 同 时 由 儿 以 及 有 的 定义 易 知 ,h 是 Q 的 一 个 上 
界 .于 是 由 Zorn 引 理 ,存在 极 大 元 , 即 存在 满足 条 件 (i) 一 (ii) 的 f 的 “ 极 大 ” 
线性 延 拓 了 . 

下 证 Φ(/)ΞΧ. 用 反 证 法 . 若 9(f 了 ) 为 X 的 真子 空间 , 则 存在 
αιΕεΧλ9(),Φ ΥΙΞ (1) Γεραπ| το, Ββ 

Y= iyly= z+aro,z € GD(f),a € ΒΙ, 

ΠΥ 为 X 的 线性 子 空间 , 且 8( 了 ) 为 Y 的 真子 空间 .此 时 , 若 能 证 明 ; 存 在 Υ 
上 的 线性 证 函 5 成 为 广 的 延 拓 , 即 F<g 昌 g 关 f, 则 由 γώ} 可 知 /-«ᾳ, ἯΙ 
gE3, 由 此 与 了 是 的 极 大 元 矛盾 . 

现 运用 分 析 的 方法 来 说 明 上 述 g 的 存在 性 .车 如 此 的 g 存在 , 则 由 (1) 应 
有 


δν) Ξ είς 十 azo ) 一 δ(5) 十 ag (αυ) Ξ f(z) + αβ(10), 


注意 到 ,由 νΕ Υ 表 为 z+ azo(zE9( 了 ),a ER) 的 惟一 性 以 及 子 的 线性 性 易 
知 ,由 


B(y) = f(z) + ag(xo) 
定义 的 & 确 是 线性 泛 函 ;又 由 (2) 应 有 
Bl(y) p(y),y€E Y, 
即 所 定义 的 总 (zo) 应 满足 
f(z) 1 αβ(αο) Sp(z 1 ar),z € Lf),a ER. 


由 以 上 分 析 可 见 , 所 述 的 & 的 存在 与 否 , 仅 取 决 于 是 否 存 在 满足 上 述 要 求 的 
常数 g(xzxo). 当 a =0 时 ,无 论 g(xo) 如 何 取 值 ,上 式 便 为 了 (z) 志 p(xz) 
(zE 9( 了 有)). 由 此 可 知 ,我 们 只 需 考 虑 < 夭 0 的 情形 ,而 这 等 价 于 要 求 g(xo) 应 
满足 
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μα) εί <p(E+ εὐ]. α 20. 
z € 9(f), 
用- 六)- 8(zo) κ ρ[-Σ -- αὐ). αςθ, 


亦 即 要 求 E(zo ) 满 足 
-plz - αὐ) + δε) κ β(αο) « plz 1 πὸ) -flz),z’, α"Ε 9(7). 
注意 到 ， 
flz)+ f(z) = fz 1 α") Spx ες) Spx - κο) + p(x + πο), 
zz ς9(β, 
即 恒 有 
- plz ~ xo) + f(z) Splz 1 αὐ) - fz),z ,x € DF), 
因此 必 可 取 到 5(zo ) 使 得 
,Sup,l— p(x- αὐ) + f(z)| < β(αο) < suplplz + αὐ) - /(α)]. 
至 此 定理 证 毕 . 
注 ”在 定理 8.1.1 中 ， 
f(z)p(r)(r Ε Ζ}551 {(α) I p(zr)(r € 2), 
{ία) κ ρ(α)(α Ε Χ}ΞΡ | ;(α) 1:6 ρ(α)(α ΕΧ). 


定理 8.1.2( 复 线性 空间 中 的 H-B 延 拓 定理 ) 设 p 为 复线 性 空间 X 上 
的 半 范 数 ,Z 为 X 的 子 空间 ,了 为 Z 上 的 线性 泛 函 ,满足 


| f(x) lp(z), σΕΖ, 

则 存在 X 上 的 线性 泛 函 了 ,使 得 

(1) 是 了 的 延 拓 , 即 f(x)= f(zx) (rzEZ)i 

(2) |f(x) lp(zr) (σεχ). 

证 记 

f(z)= hz)+iPpzrz) (zr € 2), 

其 中 f(x) 与 f,(z) 分 别 为 f(x) 的 实 部 与 虚 部 ,由 此 定义 了 映射 ῃ.Ζ-» 
RCR =1,2). 现 考察 f; 应 具有 的 性 质 . 

首先 ,对 于 ae,6ER,z,yEZ. 一 方面 ,由 定义 
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flar + by) = fi(axr + by) + (ας + ὄν); 
另 一 方面 ,由 于 /为 线性 泛 函 ,因此 
flar + by)= ar(z)+pFr(y) 
= a(fi(r) ἘἰΠ(α)) + δ([ι(α) +ifo (x)) 
= (afy(x) + bfi(y)) + i(afs(x) + bf,(y)). 
比较 实 部 与 虚 部 , 即 得 
filart+by)= afi(r)+ bh(y),a ,bE R, ry € Z, k= 1,2. 


此 即 说 明 , 若 将 数 乘 限 制 在 R 中, 则 Ἢ 为 实 线性 “ 泛 函 ”. 
其 次 ,对 于 a =a+ biEC( 其 中 a,5ER,6b 了 0),xE2. 我 们 有 


az)= Γι(ατ) +if,(axr) 

= afi(x) + bfiliz) +i(afs(x) + bf,(iz)); 
flar)= α[(α) = (a +bD)(fi(x) + if,(x)) 

= α[ι(α)- ὀῇία) -(α[ι(α) + bf (zx)). 


比较 实 部 与 虚 部 , 即 得 
flar) = af(z) fr) =- fi(ir), fi(zx) = Ρα), 
Sf(r) Ξ-- filir). 
经 由 以 上 讨论 可 知 :了 为 复线 性 当 且 仅 当 f 与 户 均 为 实 线性 且 满 足 
f(x) =- fi(ir)(x € 2), 
于 是 
f(z) = fi(z) 一 ifi(iz),z ΕΖ, 


其 中 fi :ZR 具有 “ 实 线性 ”. 由 线性 空间 的 定义 可 知 ,复线 性 空间 可 视 作 实 
线性 空间 ,将 线性 空间 X 与 Z 分 别 改 记 为 X, 与 Z, .由 此 ,fi 便 成 为 实 线性 空 
间 Χ, 的 子 空间 Z, 上 的 线性 泛 函 , 且 满 足 


PCz) 委 | FCz) Ep(r),r EZ,. 


于 是 ,由 定理 8.1.1, 存 在 X. 上 的 线性 泛 函 访 使 得 户 为 户 的 延 拓 , 且 方 (z) 
Ξ-ρ(α)(αΕΧ,).:ΕΧ 


Κα) = (ία) -1άαχ),αΕΧ, 
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则 由 上 述 对 于 了 的 线性 性 的 讨论 可 知 , 了 必 为 X 上 的 线性 泛 函 .由 

fz) = f(x) -ifiliz)= Για) ια) f(r), + € 2Z, 
可 知 为 了 的 延 拓 ;又 由 f(x)=es|f(x)| 可 知 ， 

| f(x) |= ef(x) = fl(e zr),r € X, 

即 f(e ez ) 恒 为 ( 非 负 ) 实 数 ,因此 

| f(z)1= fi/(e α) κ Ρρ(ο σα) -! οὔ | ρ(α) = p(r),r EX. 

至 此 定理 证 毕 . 

推论 设 X 为 实 或 复线 性 空间 , 为 X 上 的 半 范 数 . 若 存在 x。 EX 使 得 
p(xo)>0, 则 存在 X 上 的 非 零 线 性 泛 函 了 ,满足 

1 f(x) lp(r), εΕΧ. 
证 令 
Z := spanlzol = {aro | a € R( 或 C)}, 
定义 
f(aro) = ap(xo),a ER( 或 C)， 
易 知 为 Z 上 的 线性 证 函 , 且 
| flaro) 1=1alp(zo)= ῥίασ)), ας Β(ΞΣΟ). 
于 是 由 定理 8.1.1( 或 定理 8.1.2) ,存在 X 上 的 线性 泛 函 了 ,满足 
| f(z) Ip(r), αΕΧ, 
且 当 z=xzoEZ 时 ， 
f(zxo) = F(zo) = ρίαο) > 0， 


即 了 为 非 零 线性 泛 函 . 证 毕 . 

定理 8.1.3( 赋 范 线性 空间 中 的 H-B 延 拓 定理 ) 设 X 为 赋 范 线性 空间 ， 
Z 为 X 的 子 空间 ,f 为 Z 上 的 有 界线 性 泛 函 . 则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 了 ， 
使 得 

(1) f(z)= αλα εΖ2): 

(2) η ΙΞΙΙ. 


证 4 
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ῥία)- 1} zl (rx € Χ). 
则 p 显然 是 X 上 的 半 范 数 , 且 有 
| f(x) | p(xr),r EZ. 


由 定理 8.1.1( 或 定理 8.1.2) ,存在 X 上 的 线性 泛 函 f ,使 得 了 为/ 的 延 拓 , 且 
[/(α)!«ρ(α)- 11 ανα ς Χ. 


上 式 即 说 明志 有 界 , 且 外 瑚 上 入 外 和. 另 一 方面 ， 
|} = suptl f(x) Il rE ΧΗ σκι] 
Ξ:5αρ!! ία} 1! αΕ ΖΗ ας ιτ] 
-ϑρ!!/ία)!!αΕ ΖΗ [α{«1ὶ- |. 


因此 1 ΓΙ! = ΕΙ .ἹΕ5Ε. 
定理 8.1.4( 非 零 有 界线 性 泛 函 的 存在 性 ) 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 2Z Ἢ 
X 的 子 空间 , zxoEX. 若 4d(zo,Z)>0, 则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 六 ,使 得 


ΕΙ =1 flro) = d(xo,Z);7(r)=0 (αΕ2). 
证 令 
Y:= Zispanlzxo|l = [z+taro lz€E Ζ,αΕΟΙ, 

定义 

F(z +aro) = ad(zx0,2),2 € Ζ,αξο, 
则 易 知 f 为 Y 上 的 线性 泛 函 ,是 满足 

Γίαο) = d(xo,Z); f(z)=0 (z€ 72). 
下 证 上 f=1. 事 实 上 ,对 于 任 一 >xEZ ,当天 0 时 ,有 


| f(z + azo) l=leald(zo,2)<lal|-#-z,|= | z+ aro | ， 


而 当 a=0 时 ,| f(z)|=0 志 1 z | 显然 成 立 . 因 此 上 有 界 , 且 | 入 1. 另 一 
方面 ,由 dg(zo,Z) 的 定义 可 知 , 存 在 Ζ 中 的 点 列 (z, ) 使 得 外 > - χο || -- 
d(xzo;2Z), 于 是 


ἀίαο,Ζ) =1 f(z, απο) {Fz - το] --- | fl α(αο.Ζ), 
由 于 d(xo,2Z)>0, 因 此 推 得 上 ‖f | 之 1. 从 而 证 得 ‖ f=1. 
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再 运用 定理 8.13 即 得 所 证 . 
注 ”定理 的 结论 也 可 写 为 


- 1 - πι. . 
πε ατα, 2) /0) = 1; f(x)=0 (xr €2). 


推论 1 设 X 为 赋 范 线性 空间 , zoEX,zro 天 0, 则 存在 Χ 上 的 有 界线 性 
ΡΑΕ ΤΙ =1,f(zo)= πο. 

推论 2 设 X 为 赋 范 线性 空间 , z,yEX, 若 对 于 X 上 的 任 一 有 界线 性 
ἵδρα ΓΒ γ(α)}- f(y), 则 z=y. 

推论 3 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,2 为 X 的 子 空间 , 则 xo。€27 的 充 要 条 件 
是 对 于 X 上 的 任 一 满足 ΚΡ} 27 的 有 界线 性 泛 函 六, 均 有 f(zxo)=0. 

推论 4 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,ACX, 则 ro € (spanA ) 的 充 要 条 件 是 
对 于 XX 上 任 一 满足 .Kf) 恬 A 的 有 界线 性 泛 函 f, 均 有 f(zxo)=0. 

推论 5 设 XX 为 赋 范 线性 空间 , 则 对 于 任 一 zxE€ X, 均 有 x= 
κ... 

作为 Hahn-Banach 定理 的 一 个 重要 应 用 ,我们 给 出 如 下 定理 :其 中 需 用 到 
Riemann-Stieltjes 积分 的 有 关 知 识 (参见 附录 8 10.3). 

定理 8.1.5(Riesz 表示 定理 ) A 为 C[a,b] 上 的 有 界线 性 泛 函 的 充 要 条 
件 是 存在 a€ BV[a ,4b] 使 得 


A(f) = | /lz)dalz),f € Cla,b], 


ΒΗ ΠΑ! =V(a). 
定理 8.1.5 的 证 明 参 见 附录 8 10.4. 


58.2 自 反 空 间 


设 Χ 为 赋 范 线性 空间 . 固定 zx EX, 定 义 XX 上 的 泛 函 p(x): 
p(T)(f) = f(r),f EX, 


ΜΙ wp(z) 是 X 上 的 有 界线 性 泛 函 , 记 为 p(x)EX”. (此 处 的 X”: = (X'), 称 
为 X 的 二 次 共 斩 空 间 . ) 
2(z) 的 线性 性 是 显然 的 ,这 是 因为 对 于 f,g EX ,a,BEC, 有 


g(r)(af + Bg)= (α + βε)(α) = af(x) + βεία) 
= up(z)(F) + βρ(α)(ρ). 
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同时 ,由 定理 8.1.4 推论 5 知 
p(x) = snP ， ἱφ(α)(βΙΞ sup | f(z)1= |z|， 


a ΠΕ 
即 p(xz) 有 界 , 且 上 p(x) = xl. 
由 于 上 述 结果 对 任 一 x€ X 都 成 立 ,于 是 就 定义 了 映射 


p:X— Χ”. 
Σ-»φία), 


通常 称 上 述 定义 的 p 为 X 到 X“ 中 的 自然 (嵌入 ) 映 射 ( 典 则 了 映射 )， 
引 理 ” 赋 范 线性 空间 XX 到 X 中 的 自然 映射 gp 是 保 范 线性 映射 . 
证 ”对 于 任意 的 z,yEX,a,8EC, 由 自然 映射 的 定义 ， 


φίατ + Py)(f)= flar + βν) = α ία) + βί(ν) 
= αφ(α)([) + pp(y)(f) = (αφία) + βρ(ν))(β),ΓεΕε Χ΄, 
因此 ， 
φίατ + βν) = αφ(α) + Bp(y),r,y E Χ,α,βΕς, 
即 p 为 线性 映射 ;而 在 上 述 引 进 自然 映射 的 过 程 中 已 得 到 
[| ep(z)l = |α|,αΕΧ, 


即 φ 是 保 范 的 .证 毕 . 

ΗΕ 引 理 说 明 :X 保 范 线性 同 构 于 p(X)CX”. 注意 到 X“ 完 备 ,p(X) 为 
X 的 线性 子 空间 ,因此 p(X) 为 X 的 完备 子 空间 .从 而 p(X) -给 出 了 赋 范 
线性 空间 X 的 完备 化 的 一 个 具体 构造 . 

定义 8.2.1 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 若 自 然 映射 p:X 一 X” 为 满 射 , 即 
2(X)=X , 则 称 Χ 是 自 反 的 (或 反射 的 ). 

显然 , 自 反 的 赋 范 线性 空间 必 为 Banach 空间 . 

定理 8.2.1 有 限 维 赋 范 线性 空间 是 自 反 空间 . 

证 设 dimX=n,g:X 习 XX 为 自然 映射 , 则 由 引 理 可 知 ,yp 是 由 X 到 
p(X) 上 的 保 范 线性 同 构 映射 .显然 , dimg (XX) 志 dimX, 而 由 线性 代数 的 已 知 
结果 :同一 数 域 Κ 上 的 两 个 有 限 维 线性 空间 (线性 ) 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 具 
有 相同 的 维 数 , 则 dimep(X) = dimX=n. 又 X 线性 同 构 于 K",(K")' 线 性 同 
Γκ”. X“ 线 性 同 构 于 K” ,于 是 dimX” = ,从 而 dimp(X) = dimX”. 注 意 
到 p(X) 为 X 的 线性 子 空间 ,因此 p(X)=X , 即 证 得 X 是 自 反 空间 . 

定理 8.2.2 L?(1<z< +oco) 是 自 反 空间 . 

证 注意 到 
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1 1 
ΡΥ - 9 9) -- p ,+=1]， 
(42) 也? (11) 1. (»> p+ 


即 分 别 存在 保 范 线性 同 构 映 射 f;L' 一 (L?) 与 f;L*? 一 (LL) ,分 别 记 
六 := fy,yE Ls; 六 := f(r),r EL?, 
则 
f(r) = [μνάμ,α Ε1”:Ε(ν) = [ρεάμ,ν εις. 
对 于 任 一 GE (大 六 ,定义 g: 世 一 C， 
8(y) = G(f,),y ELL’. 
由 于 G(A)=(G* 门 (y), 则 由 G ΞΡ 的 线性 性 可 知 g 为 线性 泛 函 ,又 因为 


lgly) I GHA = ΠΟ} Ιν|»νΕ 15, 
可 知 g€ (1L*) .于 是 存在 z€ L? 使 得 
g= f(x)=, 
且 有 
1.09) = | rd = [ανά = Λία),νΕ 1. 
从 而 得 到 


G(A) = f(y) = f(x) = p(x)(f,),y EL, 


.上 式 中 的 pg:L* 一 (L*) 为 自然 映射 .注意 到 f 为 双 射 , 故 当 y 取 遍 L? 时 , 
取 遍 (L?) ,因此 G= p(x). 由 GE(L?*) 的 任意 性 即 得 自然 映射 g 为 满 射 ， 
此 即 说 明 L? 是 自 反 空间 .证 毕 . 

定理 8.2.3 Hilbert 空间 必 为 自 反 空间 . 
定理 8.2.3 的 证 明 留 作 练习 . 


98.3 ΠΒ 


设 Χ,Υ 为 两 个 赋 范 线性 空间 , TE 8(X,Y). 对 于 任 一 gE€EY’, 令 
f(x) = g(Tzr),x € X, 
”显然 , /为 X 上 的 线性 泛 函 ,又 因为 
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ΓΕ (α)ικ "σι Tillgl Tlzrl,x €X, 
所 以 fh 有 界 , 即 ΓΕΧ' ΗΕ Ικ ει τί. ία { 为 T*g, 由 此 得 
一 算 子 
TY:.Y -- Χ, 
称 三 为 工 的 共 斩 (或 伴随 ) 算 子 . 
注 设 X 为数 域 玉 上 的 赋 范 线性 空间 ,定义 (: ，):XXxX 一 下 上 ， 
(zr,f) := [α),αΕ Χ,ΓΕεΧ΄, 


易 知 ,《.,*) 是 两 个 变 元 的 连续 函数 , 且 关 于 第 一 、 第 二 变 元 均 具 有 线性 性 ,还 
成 立 |(z,7)| 志 上 zf. 利用 此 运算 符 ,我 们 有 


g(Tzr)= (Tr,g)= (x,T”g) = (T’g)r,r E X,g EY.. 

( 试 与 Hilbert 空间 的 共 罗 算 子 的 形式 及 内 积 加 以 对 照 . ) 

定理 8.3.1 ΙΣΧ,Υ 为 两 个 赋 范 线性 空间 , TE (X,Y), 则 T*€ 
4(Υ΄,Χϑ,Β.{ Τ᾽ {| - ΤΊ. 

证 对 于 任意 的 gl ,gzEY',a,8EC, 有 

(α,Ταρι + βρ;)}- (Τα,αρι + βα;) = α(Τα,ρι) 

+ β(ΤΣ,ᾳι) 一 αχ, Τρι) βία, Τρι) 
Ξ(α.αζ ει + BT’g,),r € X, 
因此 ， 
Τἴαρι + Bg2) = αΤρι + PBT’g,,g1,g2 Ε Y',a,BEC, 


此 即 说 明 ”为 线性 算 子 . 
注意 到 ,在 引进 Τ᾽ 的 定义 的 过 程 中 ,我 们 已 得 到 


[Τα τί gl,g€EY’, 
因此 T* EB(Y’,X'), 且 上 T* 寺中 ΤΊ. 
另 一 方面 ,对 于 zEX, 若 Tz 天 0, 则 由 定理 8.1.4 推论 1 知 ,存在 gEY 
使 得 
1gl - ι,ε(Ία) Ξ | Tx], 
由 此 推 得 
[1α| (Τα) «ΙΤ Πακ τι [α1, 
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而 当 Tz =0 时, 不等式 Tz 过 上 TT” 中川 x 显然 成 立 ,由 此 得 上 下 三 
(τει. 

这 就 证 明了 1 六 下 = τί. 

定理 8.3.2( 星 运算 ) 设 X,Y,Z 为 赋 范 线性 空间 ,A,BE3(CX,Y)， 
CEB(Y,2Z), 则 

(1) (ΑΒ) =A” ΗΒ 

(2) (aA)” =ah” ,a€EC; 

(3) (CA)” -Α7Ο᾽, 

(4) 若 AGE 有 YX), 则 (4 六 =(A 1: 

(5) 当 X,Y 分 别 自然 敌人 三 ΕΠΑ” 是 算 子 A 在 XY 上 的 延 拓 ， 
ΒΙΑ! -- ΠΑ” [. 

证 ”我们 只 证 明 (4) 与 (5) ,其余 留 作 练习 ， 

(4) 对 于 任 一 x€EX,fEX ,有 

(.,(Α"(ΑΠ}}}}Ξ (zh ((Α:1) ή f)) = (Ατ,(Α:1) Ὁ 

= 《A "(Az),f) = «(Α:'Α)ασ,β = (α,β), 


因此 A*(A ')*= Ix. 
同 理 ,对 于 任 一 >yEY,gEY ,可 推 得 
(ν.((ΑΠ}᾽ Αρ) = (y,g), 
因此 (A"')”A*=1y. | 
此 即 说 明 (A”) ΒΕ, Β(ΑΡ)᾽'-(ΑΓ}7. 
(5) 设 p:X 一 X ,yy:Y>Y 均 为 自然 映射 , 则 对 于 任 一 fE Y’ ,x EX， 
有 、 


({,Α(φ(α))}) - «ΑΓ,φ(α)) = (zaAsp) = (Αχ, ἢ = (f,y(Ar)), 
由 此 即 知 ， 
A (φ(1)) = y(Ar),r € Χ. 


由 于 X 与 Y 分 别 自然 嵌 人 X 与 Y”, 即 可 认为 XCX”,YCY”, 和 且 x= 
p(x),Azr ==y(Ax), 因 此 可 将 上 式 视 作 


Αα --Α., τΕΧ, 
亦 即 在 此 意义 下 ,A”* 是 A 的 延 拓 . 此 外 ,又 由 定理 8.3.1 即 得 
ια - [Α΄ = ΙΑΙ. 
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注 T* 与 TT" 的 关系 . . 
设 X 与 Y 为 两 个 Hilbert 空间 ,TE2(CX,Y). 注 意 到 ,Hilbert 空间 当然 
是 Banach 空间 ,于 是 对 于 械 , 存 在 两 个 不 同意 义 的 共 思 算 子 T 与 T” ,其 中 


ΤΕ 2(Υ,Χ):(Τα,ν) Ξ(α,Τ᾽ν),αΕ X,yEY; 
ΤῈ “(Υ”,Χ᾽):{Τα,ᾳ) = (α,Τ᾽ρ),τΕΧ,κε Y 
由 7.4, 分 别 存在 保 范 共 轿 线性 同 构 映 射 4:X 一 X ΠΒ:ΙΥ Υ , 则 
必 有 
Τ’ = ΑΙΤΑ Β. 
事实 上 ,由 Riesz 表示 定理 ,对 于 任意 的 xEX,yEY, 分 别 有 
(zx,Az) = (zz),z € X, 
(ω,Βγ) = (w,y),wEY. 
注意 到 , (απ, Απ) (zx,z)" 等 价 于 “(zx,z)= (x,A !'z)”, 于 是 推 得 
(z,T’y)= (Tr,y) = (Τα,Βγ) = (zx, T*(By)) 
= (xz,A (TBy))) = (α,(ΑΠΤἝ)γν),αΕΧ,γΕυ. 


由 于 上 式 对 于 一 切 x EX 与 yE YY 均 成 立 , 即 得 T* =A-!1T*B. 

需要 指出 的 是 ,虽然 了 Τ᾽ 是 不 同 的 两 个 算 子 ,但 由 于 历史 的 原因 ,在 
某 些 书 籍 或 文章 中 往往 将 ΤΑ 也 记 作 工 * ,因此 ,如 有 必要 ,读者 只 能 根据 不 同 
的 场合 自行 加 以 区 分 . 


$8.4 一 臻 有 界 性 定理 (共鸣 定理 ,Banach-Steinhaus ) 
定理 8.4.1 设 X 为 Banach 空 间 , Υ 为 赋 范 线性 空间 , TE€ 8(X,Y) 
(4€4). 若 


SuUP | Τα | ία. 69,1 Ε Χ, 
λΕΛ 


则 
sup | Τι || « 3-οο, 


p(x) = sup | Trl ,x € Χ, 
ΠΡ 显然 是 X 上 的 半 范 数 .由 于 TE (X,Y), 因 此 由 Τ, 与 范 数 的 连续 性 


88.4 一 致 有 界 性 定理 (共鸣 定理 ,Banach-Steinhaus) 161 


可 知 ， 
{zi Τα na,rE XI (n= 1,2,.) 
为 X 中 的 闭 集 ,进而 
Εντ Irip(r)<n,r€E XI = NIrilTrl ἕπ,αΕ Xi 


(n -- 1,2,.…) 


为 X 中 的 闭 集 .由 于 p(x)< +oo(xEX), 因 此 X= UE,; 又 因为 X 完备 ， 
则 由 Baire 纲 定 理 知 X 为 第 二 类 型 集 ,所 以 必 存 在 NE N 使 得 (E、)" 了 2. 由 
此 可 知 ,存在 X 中 的 闭 球 S(zo;r)C(Ew)”. 注 意 到 ,在 赋 范 线性 空间 中 ， 


(πρι) = {zo+rrlzr€ SsS(0;1)), 


则 对 于 任 一 zE S(0;1), 有 
p(z) = Tp(rr) SE(plrot πε) + ρ(αυ)) < OY, 
于 是 可 依次 推 得 如 下 结论 ， 


[Τιε| «ρα SH,r Ε 5(011),λΕ Δ, 


| Τι] = sup lmTzl 过 全 EA， 
| xia<1 r 


>supl Tl «2 <+ oo. 
λΕΛ ια 
定理 证 毕 . 
推论 设 X 为 Banach 空间 ,Y 为 赋 范 线性 空间 , T, E38(X,Y)(nE€EN). 
若 对 于 任 一 zxEX,(T,z) 为 收敛 点 列 ,定义 算 子 T:X 一 Y， 


Τα = lim Tx ,x ΕΧ, 
ΝΠ ΤΕΘΚΧ,Υ),Βουρ! Tl <+%, | ΤΊ Ιστ, |. 
推论 的 证 明 留 作 练 习 . 
作为 一 致 有 界 性 定理 在 古典 分 析 中 的 一 个 著名 应 用 ,我们 给 出 下 例 . 
例 对 于 任 一 zoER, 均 存在 FE C,, 使 得 f 的 Fourier 级 数 在 τι 点 发 
散 . 
证 由 数学 分 析 中 的 Fourier 级 数理 论 : 若 fE C, , 则 了 的 Fourier 级 数 
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Cn 


Σ᾽ Σ) ία, οο5πα + ὁ, οἰππα), 
n=1 


且 有 


S, (Fizo) := H+ Ὁ) (arcoskro + bisinkro) 
k=1 


现在 往 证 ;对 于 任 一 zcoER, 存 在 f€ C,, 使 得 S,(f; zx) 不 收敛 . 现 将 
S,(f ;zo) 简 记 为 S, (7), 且 记 


D,(u):= 


1 - 
Ξ 玩 (1+ 2 2 cosku), 


即 往 证 存在 FE C;, 使 得 
S,(f) = | flxo + u)D, (u)du 


不 收敛 . 
用 泛 函 分 析 的 观点 ,由 


SC := | frot wD (wdu,f € Cn， 
显然 确定 了 C2. 上 的 线性 泛 函 序列 (S, ), 且 由 $6.3 例 2 可 知 
ο. (n=1,2,), 


即 (S, ) 为 Cs. 上 的 有 界线 性 泛 沙 序列 
注意 到 


2 (二 )r | gi 
du = “| Lsint | σε Ια... οο (π---οο), 


sin(n + 1/2)u 
u 


1s,1 > 二 | 


此 即 说 明 { | S, | 为 无 界 数列 ,于 是 由 一 致 有 界 性 定理 即 知 ,存在 Fe C,, 使 
得 {S, (了 )1 为 无 界 数列 ,从 而 {S, (了 )| 必 不 收敛. 
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88.5 赋 范 线性 空间 中 点 、 算 子 及 泛 函 序列 的 收敛 性 


(Ὁ 设 Χ 为 赋 范 线性 空间 ,(x, ) 为 X 中 点 列 . 
(1.1) 车 存在 +z€E 久 ,使 得 lim | xz 一 工 上 =0, 则 称 (z.) 强 收敛 于 z, 记 为 


2, α(η-» ο) 或 lim = αχ. 
(1.2) 若 存在 zxEX, 对 任 一 JEX ,有 limf(zx,)=f(z), 则 称 (x, ) 弱 收 
ΑΤ z, 记 为 
(n> ου) 或 (w) limz = α- 
(2) 设 Χ,Υ 为 两 个 赋 范 线性 空间 ,( 工 , ) 为 38(X,Y) 中 序列 . 
(2.1) ΠΊΕ TE 级 X,Y), 使 得 lim {Τε -本 上 =0, 则 称 (T, ) 一 致 (或 
以 范 数 ) 收 敛 于 了 , 记 为 
和 一 了 (2 一 co) 或 ljmT -- Τ. 
(2.2) 若 存在 TE 级 X,Y) 使 得 limT,zx = Tz(zEX), 则 称 (T,) 强 收敛 
于 了, 记 为 
了 一 TO 一 o) 或 () limT, Ξ Τ. 
(2.3) ἘΠΕ TE 级 X,Y) 使 得 对 任 一 ΡΕ Y 均 有 lim (Tiz)= f(Tz) 
(zcX), 则 称 (也 ΝΑΤ ΤΙ 
Τ, Τα --- ο) 8ξ (τν) limT = 了. 
(3) 设 Χ 为 赋 范 线性 空间 ,(f ) 为 X 中 序列 . 
(3.1) 车 存在 /EX 使 得 lim 上 | 六 -| =0, 则 称 (/, ) 强 收敛 于 /, 记 为 
一 f(n 一 %) 或 limf, = /. 
(3.2) ἘΠΗ͂Ε /EX ,对 任 一 FEX 均 有 limF( 广 )= ECP), 则 称 ( 广 ) 弱 
收敛 于 f, 记 为 
ff(n > %) 或 (w) limf, = /. 
(3.3) ἘΠΗ͂Ε JE X 使 得 limf,(z)= f(z) (αΕΧ), 则 称 (f) 弱 " 收 
ΧΕ f, 记 为 
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ff. > Επ > οο) Βξ(ω”) limf, =/. 

定理 8.5.1 设 (z, ) 为 赋 范 线性 空间 X 中 的 点 列 . 
(1) 3 α, ----α, ᾱ,--”γ, λα ν. 
(2) 车 (xz, )38Μτῶϊ, , 则 ( || α, | ) 有 界 . 
(3) πα, 一 过， 则 7， ο 
(4) 车 dimX< co , 则 χ,--χεΡα, ---α. 
证 (1) 由 赋 范 线性 空间 中 点 列 弱 收敛 的 定义 ， 

αι zx := ΕΕ X' :limf(z,) = f(z), 


2, --γ := YfE X :limf(zx,) = f(y), 
以 及 数列 极限 的 惟一 性 可 知 
γε Χα) = f(y), 
再 由 定理 8.1.4 推论 2 即 得 ;zx = y. 

(2) 由 条 件 知 ,对 于 任 一 fEX , (f(x, )) 均 收 合 , 即 (g(x,)(f)) 收 敛 ( 此 
处 的 9 为 X 到 X 的 自然 映射 ). 注 意 到 XX' 恒 为 Banach 空间 ,于 是 由 一 致 有 界 
性 定理 的 推论 可 知 ,( | φία,) 上 ) 有 界 , 即 (x, ΠΒ Β. 

(3) 由 不 等 式 

[/ία) - fOr) 151 f(z- x) ΠΠ} αι -rl, χε Χ, 
即 可 证 得 . 

(4) 由 (3), 只 需 证 明 : 若 dimX< co , 则 当 2, --» τ 时 必 有 α,-»α. 

设 dimX = mm,jle οι) Χ [36,15 


ᾱ Ξ Σ) Eee zy Ξ Σ) εἴπει (n = 1,2,.…). 
ἔτι 


定义 XX 上 的 线性 泛 函 f;( 由 XX 为 有 限 维 可 知 { 必 有 界 ): 
fle) = δι (k=1,,m;j = 1,,m). 
于 是 
f(z) Ενα) = επ) (n= 1,2%;) = 1,…m). 


由 于 zx， 一 > ,因此 f(x,) 一 f(x), 即 
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ελ (= Ίντα). 


由 此 推 得 


la -zl<D1e" -Slol—o0, 


即 zx, 一 工 ， 
注 由 定理 8.5.1(4) 可 知 , 若 将 X 上 的 有 和 界 泛 孙 序列 视 作 纺 (XX,C) 中 的 
有 界 算 子 序列 , 则 其 强 收 和 敛 与 弱 收 敛 等 价 , 均 为 有 界 泛 函 序列 的 弱 * 收敛. 
定理 8.5.2 设 X,Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 ,(T, ) 为 忽 XX,Y) 中 的 序列 . 


(1) 车 TT 一 >T,T, 一 >S, 则 T=S. 
(2) 3: 1,--Τ, Τ, 一-T; 若 工 -了 T, 则 工 -5»Τ. 
(3) 车 (TT ) 弱 收敛 ,X 完备 , 则 (| 了 | ΒΒ. 


证 明 留 作 练习 . 
定理 8.5.3 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,(/, ) 为 X 中 的 序列 


ο ο“ 
(2) 车 ff, 则 /一 >f; 若 f, 一 > f, 则 f. >/. 


(3) 车 X 自 反 , 则 /一 > [η 

(4) 若 ( 广 ) 弱 "收敛 ,X 完备 , 则 (|| f, | ) 有 界 . 

证 明 留 作 练 习 . 

定理 8.5.4 设 X,Y 为 两 个 Banach 空间 ,(T, ) 为 ἀ(Χ, Υ} ΕΙ. ΠΙ 
(Τ. ) 强 收敛 的 充 要 条 件 是 

4) ΟΙ 代目 2) 有 界 ; 

(2) 对 于 任 一 xED,(Txz) 均 为 Cauchy 点 列 , 其 中 D:(spanD) =X. 

证 必要 性 .由 定理 8.5.2(2)(3) 即 得 本 定理 的 条 件 (1); 由 于 赋 范 线性 
空间 中 的 强 收敛 点 列 必 为 Cauchy 点 列 , 因 此 条 件 (2) 显 然 成 立 . 

充分 性 .由 条 件 (1), 存 在 常数 c >0 使 得 上 Τ, | <c(a = 1,2,…). 由 于 
(spanD) =X, 因 此 ,任意 给 定 s>0, 对 于 任 一 zxEX, 存 在 yEspanD ,使 得 


ε 
[α -ν < 元 


由 条 件 (2) 以 及 spanD 的 定义 与 也, 的 线性 性 易 知 ,(T,y) 也 是 Y 中 的 Cauchy 
点 列 , 于 是 存在 NEN, 当 n,m>N 时 , 恒 有 
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ε 


1Ty -Twyl < 二. 


由 此 推 得 
[Τμ Tz llTr- Των] + Των Των] + Ty- T,zl 
iT lz-yl + Των -- Των | 
ΕΤ, Τα -νιςε. 


因为 Y 完备 ,所 以 对 于 任 一 xzEX.(Tz) 在 Y 中 均 为 强 收敛 ;又 由 于 久 完 
备 , 则 由 一 致 有 界 性 定理 之 推论 可 知 ,存在 TE 级 (X,Y ) 使 得 
lim Tv = Tr,x € Χ, 


此 即 有 界线 性 算 子 序列 (T, ) 强 收敛 之 定义 . 


定理 证 毕 . 
推论 1 设 XX 为 Banach 空间 ,(f,) 为 X 中 序列 . 则 (/,) 弱 "收敛 的 充 要 
条 件 是 


(1) (fe) 有 界 ; 

(2) 对 于 任 一 zE D, (f(z)) 均 为 Cauchy 数列 ,其 中 D; (spanD) = 
Χ. 

证 由 定义 ,X 中 的 泛 函 序列 (了 ) 的 弱 " 收敛 即 为 2{Χ,Ο) ΗΝ: Ώ ΓΗ: 
列 () 的 强 收敛 ,由 此 即 得 推论 1. 


推论 2 设 X 为 赋 范 线性 空间 , (xz, ) 为 X 中 点 列 . 则 zx, 一 >zo 的 充 要 
条 件 是 

(1) ([α, 上 ) 有 界 ; 

(2) 对 于 任 一 fED, 均 有 f(z,) 一 f(zxo), 其 中 D:(spanD) - Χ΄. 

证 明 留 作 练习 (提示 : 作 自 然 映射 p:X 一 X”). 

例 (机 械 求 积 的 收敛 性 问题 ) 注意 到 ,给 定 


Δ,Ἱπαξα (αι ς"  «ασὔῶ-σο, 


Cn : 一 (co ci ,ee, ct)) € ΒΕ”: (n 三 1,2,.…), 


由 下 式 


BN := Ὁ) ογαίθ),γΕ Clasb] (n=1,2,), 
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便 确定 了 C[a,5] 上 的 一 列 有 界线 性 泛 函 (@, ), 且 有 


B= ce! (n=1,2,.…) 
k=0 


(参见 习题 6.24) ,上述 定义 的 (@, ) 称 为 机 械 求 积 公式 .于 是 ,由 定理 8.5.4 推 
论 1 即 得 如 下 结论 : 
机 械 求 积 公式 (@, ) 对 于 任 一 ffE C[a ,6] 均 有 


lim Φ, (f) = ΜΠΕΣ 


的 充 要 条 件 是 
(1) 存在 常数 M >0 使 得 


Σ Ice [ΞΜ (n= 1,2,.); 
k=0 
(2) 对 于 p(xz)= (j=0,1,2,…) 均 有 
lim®,(p) = | p(x)dx. 


特别 地 , 若 ο 330 (k=0,1,…,m, ;n= 二 1,2,…), 则 上 述 条 件 (2) 蕴 含 
了 条 件 (1). 
事实 上 ， 


Wa πε 5 
” ο | = 2ο 一 Φ.(1}--[ ldz -ὀ-α, 
ΓΕ a 


于 是 存在 M >0 使 得 (1) 成 立 . 
注 在 实际 构造 时 ,通常 选取 机 械 求 积 公式 中 的 ci (k=0,1,…,m, ) 满 
足 : 对 于 任 一 次 数 不 高 于 π(π πι) p(x)=w, 均 有 


Φ,(ρ) = [px)dz. 
于 是 cg (=0,1,…, m, ) 可 通过 求解 下 述 方程 组 得 到 


Ya) fn) δ -"' 
>， η ni -- ， -一 -.. 
Ε΄: (zh ) 一 ΤΕΙ (7 0,1. ,7 ). 


8.6 开 映 射 定理 、. 逆 算 子 定理 


为 了 使 得 在 证 明 下 述 引 理 时 的 思路 清晰 、 行 文 简洁 ,首先 引 和 人 如 下 运算 记 
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号 , 且 给 出 若干 有 关 的 性 质 . 
设 X 为 赋 范 线性 空间 ,4A ,BCX. 记 


acA+ 有 := ἰαχ -βν!χΕΑ,νΕΒἰ,α,βΕς. 
特别 地 , 若 A = τοὶ, ΒΙΠΕ 
1, ΕΒΙΞξ jxz。+y|ly€ Bl. 


易 知 ,有 以 下 结论 : 
” Blzo;r)= zo +B(0;r); 
B(0;ar)=aB(0;r)(a >0); 
B(0;r)+B(0;r)=B(0;2r); 
Βίσο1τ)- B(zo;r)= B(0;2r); 
aA =(aA) (αξο): 
A .+B C(A+B),; 
若 AiCAs,B1CB,, 则 Al+B,CA,+B,,aAlCaA,; 
8 ἘΧ,Υ 为 线性 空间 ,全 ; X 一 Y 为 线性 算 子 , 则 Τ(αΑ + 8B)= 
αΤ(Α)- βΤίΒ). 
在 本 节 引 理 及 定理 的 叙述 与 论证 中 ,为 了 明确 区 分 起 见 ,特别 记 X 中 的 
开 球 为 B(zo;r),Y 中 开 球 记 为 B* (yo;r). 
ΒΞ 设 X,Y 为 两 个 Banach 空间 , ΤΕΘ(Χ, Υ),Η T(X)=Y. 则 存 
在 6>0, 使 得 


ασ. οι ὃν Ὁ Ὁ 
ο “ο ο "ο “ο ο 


Β΄ (018) ς ΤίΒ(0:1)). 

证 我 们 分 两 步 证 明 : 
() 存在 8>0, 使 得 B*(0;6)C[T(B(0; 方 ))) ,从 而 
Β᾽ (οιχότ)ς (T(B(0; 去 ))) (n = 1,2,..…); 


(2) B (0;6)CT(B(0;1)), 即 :对 于 任 一 γε B* (0;6), 存 在 τΕΒ(0: 
1) ,使 得 y= Τα. 


(1) 因为 X = 口 B(0;z) ,所 以 


Y= T(X) = UT(B(0;n)). 


由 于 Y 为 Banach 空间 , 则 由 Baire 纲 定理 知 Υ 为 第 二 类 型 集 , 即 存在 上 EN， 
使 得 (T(B(0:)) )" 关 名 ,因此 存在 y, EY 与 + >0, 使 得 
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B (ντ) (Τ(Β(0:4)))’. 
注意 到 
了 B (0;2r)= 了 (yoir) - Β᾽(νοισ) 
σ (Τ(Β(0:ἑ}}}᾽- (Τ(Β(0:))): 
ς (Τ(Β(9;ἑ)) - τ(Β(0:Α))): 
(T(B(0;k) - B(0;k))) = (Τ(Β(Θ:2ἑ}}}᾽ 


ΠΠ 


从 而 B (οισε)ε(τ(β(ο.Σ}}} «τ δ--2ε ΕΙ). 


|| 


(2) 对 于 任 一 yEB (0;8), 由 Β Θιϑ)ς(τ(Β(ο:χ}}} 知 ,存在 
z1E€B(0; 方 ) 使 得 
ly- Τε <3， 
即 
(y- Τει) ΕΒ’ [ουσ]: 
ο ο ο 


Ty- (Trit Τε) = | Cy- Τει) -- Τε, | «δι 


如 此 以 往 ,一 般 地 ,存在 EB(0; 方 】 (j =1,2,…) 使 得 
Ιν- Στο! = 1y- TO «Ὁ (n=1,2,.). 
注意 到 X 完备 ,由 
1 ΣΙ sl< lsl< (np = 1,2,°), 


即 知 ( Σὶα)) 为 X 中 的 收 全 点 列 , 于 是 存在 zEX 使 得 z= Σλα, , 且 由 
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ο... 


1Ξ1 


即 得 zxEB(0;1). 再 由 范 数 与 了 的 连续 性 , 推 得 
ll=timly-TO ns) - ο, 


即 y= Τα. 
至 此 引 理 证 毕 

定理 8.6.1( 开 映射 定理 ) 设 X,Y 为 两 个 Banach 空间 , TE (X,Y)， 
且 了 (X)=Y. 则 了 是 开 上 映射 , 即 工 将 X 中 的 任 一 开 集 映 为 Y 中 开 集 . 

证 设 V 为 X 中 的 开 集 ,对 于 任 一 y€ T(V), 必 存在 xEV 使 得 y= 
Tz. 由 于 VV 为 开 集 ,因此 存在 +>0 使 得 B(x;r)CV. 由 引 理 ,存在 8>0 使 
得 

B (0;r8) = rxrB’ (0;6) CrT(B(0;1)) = T(B(0;r)). 
由 此 推 得 
Β᾽ (νι1δ)ὶς y+B’ (0;r8) CC Tr + T(B(0;r)) 
= T(r+B(0;r)) = T(B(z;r)) CT(V), 


此 即 说 明 T(V) 为 Y 中 开 集 , 亦 即 证 得 Τ 为 开 了 映射 ， 

定理 8.6.2( 逆 算 子 定理 ) 设 X,Y 为 两 个 Banach 空间 , TE 3(X,Y)， 
且 全 为 X 到 Y 上 的 双 射 , 则 TT '€ 38(Y,X). 

证 由 于 了 :X-~Y 为 双 射 ,因此 了 存在 逆 算 子 T-!;Y->X, 生 由 全 为 
线性 算 子 易 知 人 “也 必 为 线性 算 子 . 又 由 开 映 射 定 理 , 对 于 X 中 的 任 一 开 集 
V,T(V) 为 Y 中 开 集 .注意 到 T(V)=(T 1) 1(V), 即 T(V) 作 为 X 中 的 
开 集 Y 关于 映射 了 的 原 像 是 Y 中 的 开 集 ,此 即 说 明 ΤΙ Υ ΣΧ 为 连续 映 
射 . 由 于 赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 等 价 ， 由 此 证 得 
ΤΤΙΕΦ(Υ,Χ). 

推论 1 设 X,Y 为 两 个 Banach 空间 ,TE(X,Y), 且 全 为 X 到 Y 上 
的 双 射 , 则 存在 正 数 a ,b 使 得 


alzl<lTrl<blrl|,r€ExX. 
推论 2 设 1 1 和 | .1 是 线性 空间 X 上 的 两 个 Banach 范 数 ( 即 
(X, 11 和 (X, :12) 均 为 Banach 空间 ). 若 存在 ὁ 0 使 得 


| zl,<6olzrli,r EX, 
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则 存在 a >0 使 得 
az 相近 zlazcEX. 


98.7 闭 图 像 定理 


设 X,Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 ,在 乘积 空间 X x Y 中 引进 通常 的 线性 运 
算 , 且 定义 范 数 
[ζα,ν) ή = zi + lyl,(r,y)E XxY, 


则 XxY 成 为 一 赋 范 线性 空间 . 

易 知 ,XxY 为 Banach 空间 的 充 要 条 件 是 X 和 YY 都 是 Banach 空间 . 

定义 8.7.1 设 DD 为 X 的 子 空间 , 丁 :D 一 Y 为 线性 算 子 . 称 

CT):= |(z,Tr)I|xr Ὠὶ 

为 械 的 图 像 .车 本 ) 为 XxXY 的 闭 子 空间 , 则 称 工 ;D 一 Y 为 闭 线性 算 子 ， 
简称 ΓΤ 为 闭 算 子 . 

注 “由 定义 易 知 ,4(T) 恒 为 XxY 的 子 空间 . 

定理 8.7.1( 闭 图 像 定 理 ) 设 X,Y 为 两 个 Banach 空间 ,DD 为 X 的 子 空 
|,Τ:Ρ--Υ 为 闭 算 子 . 若 了 为 X 的 闭 子 空间 , 则 ΤΝ. 

证 注意 到 ,X,Y 是 Banach 空间 , 则 XxY 是 Banach 空间 ,由 Τ:Ρ-» 
Υ 为 闭 算 子 的 定义 ,4(T) 是 XxY 的 闭 子 空间 ,因此 8( 丁 ) 是 Banach 空间 ; 
同时 ,D 作为 Banach 空间 X 的 闭 子 空间 也 是 Banach 空间 .定义 Ρ. 4(T)— 
Γ, 


Ρ(1,Ί1)-α, (zx,Tr) € “(Τ), 
则 Ρ 显然 为 线性 算 子 ,是 由 
λος ΕΕ ο”... 
ΟΜΑΡ, Ρε -(4(Τ),Ι). ΠΑΝ Ρ(4(Τ))ΞΡ,Η. 
Ρ(α, Ταχ) Ξθοα = 0981, Tr) = (0,0), 


可 知 P 为 单 射 ， 从 而 为 双 射 ， 于 是 由 逆 算 子 定理 ,PES(D,4(T)) .由 此 
推 得 


1 入 Πα, Τα) - {Ρα} «ΠΡ zrl,reD, 
即 证 得 工 有 界 . 
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定理 8.7.2 设 X,Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 ,D 为 X 的 子 空间 ,TT: D 一 
Y 为 线性 算 子 . 则 了 为 闭 算 子 的 充 要 条 件 是 对 于 中 的 任 一 点 列 , 若 x 一 xz 
且 Tz, 一 y, 则 工 ED 且 y=Tz， 

证 必要 性 . 设 zx,ED (n=1,2,…), 且 

2. rE X,Tr >yE Y, 
Βασ, Τα) ΕΤ) (n=1,2,…), 且 
(αν Ται) (xX,y)E XxXY. 
由 于 了 为 财 算 子 , 即 4(Τ) ΧΧΥ 的 闭 子 空间 ,因此 (z,y)ES3(T), 即 


ZED 且 y=Tz. 
ἈΠΕ. δία, Τα.) ΕΤ) (n=1,2,…), 且 
(zs Tx) > (x,y)E XxXY, 
则 x,ED(n=1,2,…), 且 
αι TEX,Tr >yEY. 
由 条 件 xzED 生 y= Tz, 即 
(ανν) = (zx, Tr) € ΚΤ), 
此 即 说 明代 本 ) 为 XxY 中 的 闭 集 , 而 由 定义 «(ΤΗΕ ΧΧ Y 的 子 空间 ,从 
ΠΠ Φ(Τ) ΧΧΥ 的 闭 子 空间 , 亦 即 证 明了 ΤΡΙ ΒΞ. 
定理 8.7.3 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,D 是 X 的 子 空间 ， 
ΤΕΘ(ΡΓ,Υ). 
(4) ΡΧΙΡΙΓ2ΣΙΒΙ,Π T 为 闭 算 子 .特别 地 , 若 TEG(X,Y), 则 
Τ 为 闭 算 子 . 


(2) 车 工 为 闭 算 子 且 Y 为 Banach 空间 , 则 DD 为 X 的 闭 子 空间 . 
证 明 留 作 练习 . 


$8.8 ΦΕΒ 


定义 8.8.1 ὑΧ,Υ 为 两 个 赋 范 线性 空间 , 丁 :X 一 Y 为 线性 算 子 . 若 工 
将 X 中 的 任 一 有 界 集 映 为 Y 中 的 列 紧 集 , 则 称 个 ;XX 一 Y 为 全 连续 算 子 , 记 
ἌΤΕ«Χ,Υ). 

"ια 设 X,Y 为 赋 长 线性 空间 . 

(1) 车 TEBGX,Y), 则 下 E9GX,Y), 且 工 (X) 可 分 . 
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(2) TEC(X,Y) 的 充 要 条 件 是 T(B(0;1)) 为 列 紧 集 . 

(3) TE X,Y) 的 充 要 条 件 是 对 于 X 中 的 任 一 有 界 点 列 (z, ) 必 存在 子 
列 (z。 ) 使 得 (Tz。) 在 Y 中 强 收敛 . 

证 (1) 因 为 列 紧 集 为 完全 有 界 集 ,而 完全 有 界 集 为 有 界 集 ,由 此 即 得 ,全 
连续 算 子 荆 将 X 中 的 任 一 有 界 集 映 为 Y 中 的 有 界 集 , 即 了 为 有 界线 性 算 子 . 
又 由 于 完全 有 界 集 是 可 分 集 ,因此 对 于 任 一 xn EN,T(B(0;n)) 均 为 Y 中 的 


可 分 集 ,由 此 即 知 T(X)= U,T(B(0;n)) 为 Y 中 的 可 分 集 . 


(2) 只 需 证 充分 性 . 设 瓦 为 X 中 有 界 集 , 则 存在 r >0 使 得 rECB(0;1)， 
由 此 推 得 


T(E) = TT(rE) CET(B(O0;1)). 


注意 到 ,T(B(0;1)) 为 Y 中 的 列 紧 集 , 则 二 T(B(0;1)) 也 必 为 Y 中 的 列 紧 


集 , 于 是 作为 其 子 集 的 工 (E) 必 为 Y 中 的 列 紧 集 . 此 即 说明 Τ 为 全 连续 算 
子 . 

(3) 必要 性 显然 成 立 .下 证 充分 性 . 设 下 为 X 中 有 界 集 ,(y,) 为 T(E) 中 
任 一 点 列 , 则 存在 zx, EE 使 得 y, = Tx, (n=1,2,…), 由 此 得 到 义 中 的 有 界 
点 列 (z,). 由 条 件 ,存在 子 列 (xz ) 使 得 (Tz。) 在 Y 中 强 收敛 , 即 存 在 (y, ) 的 
子 列 (y。) 在 Y 中 强 收敛 ,此 即 说 明 T(E) 为 Y 中 的 列 紧 集 , 亦 即 证 得 Τ Ἢ 


全 连续 算 子 . 

定理 8.8.1 设 X,Y,Z 为 赋 范 线性 空间 ,TE 8(X,Y),SE 9(Y,Z). 

(1) 车 dimT(X)< oo( 即 工 为 有 限 秩 算 子 ), 则 TE (X,Y). 

(2) 若 dimX< oo( 此 时 只 需 假定 T 为 线性 算 子 ) , 则 TE (X,Y). 

(3)1Τ,5 中 至 少 有 一 个 为 全 连续 算 子 , 则 5τΕ«Χ,2Ζ). 

证 (1) 因为 TEJ(X,Y), 即 工 将 X 中 的 任 一 有 界 集 E 映 为 Y 的 子 空 
间 T(X) 中 的 有 界 集 T(E), 由 于 dimT(X)<%, 因 而 T(X) 是 局 部 紧 的 , 即 
得 T(E) 为 T(X) 中 的 列 紧 集 , T(E) 当 然 也 是 Y 中 的 列 紧 集 ,此 即 说 明 
TE X,Y). 

C) 由 于 dimX < %, 因此 由 XX 到 Y 的 线性 算 子 必 有 界 . 注意 到 
dimT(X) 和 dimX ,于 是 由 (1) 即 知 TEC(X,Y). 

(3) 由 于 全 连续 算 子 必 为 有 界线 性 算 子 ,因此 不 妨 设 了 与 S 中 一 个 为 全 
连续 算 子 而 另 一 个 为 有 界线 性 算 子 . 设 羽 为 X 中 的 任 一 有 界 集 ,车 
ΤΕ«Χ,Υ),5Ε4(Υ,Ζ),} Τ(Ε)Α Υ 中 的 列 紧 集 , 于 是 (ST)(E)= 
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S(T(E)) 为 Z 中 的 列 紧 集 ; 若 TE%(X,Y),SEKUY,Z), 则 T(E) 为 Y 中 
的 有 界 集 ,于 是 (ST)(E)= S(T(E)) 仍 然 为 Z 中 的 列 紧 集 .无 论 哪 种 假定 ， 
ἈΠΕ 5ΤΕ«Χ,Ζ). 

定理 8.8.2 设 X 为 赋 范 线性 空间 , Υ 为 Banach 空间 . 则 由 X 到 了 的 全 
体 全 连续 算 子 所 成 的 算 子 族 &(X,Y)( 按 算 子 的 线性 运算 及 算 子 范 数 ) 是 
邹 (X,Y) 的 闭 子 空间 ,从 而 为 Banach 空间 . 

证 由 引 理 (3) 与 (1) 易 知 ,X,Y) 为 %(X,Y) 的 赋 范 线性 子 空间 .下 证 
(X,Y) 为 8(X,Y) 中 的 闭 集 , 即 往 证 :车 了 E(k€(X,Y))- , 则 EC(X， 
Y). 


由 假定 , 则 对 于 任 一 。>0, 存 在 TE《(X,Y), 使 得 -了 | < 了. 由 于 
T(B(0;1)) 必 为 Y 中 的 完全 有 界 集 ,于 是 存在 ΥΕ Y(k =1,…n), 使 得 


T(B(0;D)) CUB(%:#), 
即 对 于 任 一 z€ B(0;1), 存 在 γ.Ε Y, 使 得 Tr νι | «Σ. 因此 推 得 


| Έτ νι ςς ΙΙ Τὰ -- Τα ε|Τε- νι 


< 
-[Τ-ΤΙ|α| εΙΤε- γε! <e, 


此 即 说 明子 (B(0;1))C ἢ B(yie), 即 子 (B(0;1)) 为 Y 中 的 完全 有 界 集 ， 
注意 到 Y 完备 , 则 了 (8(0;1)) 即 为 Y 中 的 列 紧 集 .再 利用 引 理 (2) 即 证 得 
ΤΕεάΧ,Υ). 

推论 “在 定理 的 假设 条 件 下 ,有 :全 连续 算 子 序列 的 一 致 收敛 的 极限 算 子 
是 全 连续 算 子 ;特别 地 ,有 限 秩 算 子 序列 的 一 致 收敛 的 极限 算 子 是 全 连续 算 
子 . | 

定理 8.8.3 设 X, Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 . 若 TE K(X,Y), 则 7T* Ε 
CY ,X’). 

证 我 们 首先 将 以 下 证 明 的 总 体 恩 路 作 一 交待 . 为 了 得 到 Τ᾽ Ε«(Υ΄, 
X ) ,由 定义 ,对 于 Y“ 中 的 任 一 有 界 集 4, 我 们 往 证 Τ᾽ (4) 为 X' 中 的 列 紧 集 ， 
而 此 等 价 于 证 明 : 对 于 和 中 的 任 一 点 列 (g, ) , 必 存 在 子 列 (g,,) 使 得 (各) 在 
X “中 收敛 .在 论证 过 程 中 将 利用 Arzela-Ascoli 定 理 ,为 此 需 做 一 些 准备 工作 

由 于 多 为 Y 中 的 有 界 集 , 则 存在 a。>0 使 得 


gl 和 ,ge “6 
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由 TEX,Y) 可 知 ,E:=(T(S(0;1))) 为 Y 中 的 紧 集 . 现 将 EE 视 为 紧 度 
量 空间 ,将 中 的 元 素 g( 视 作 连 续 映 射 ) 在 EE 上 的 限制 记 为 gs , 记 
ge := lge 1g€ οἱ, 
则 CC(E), 此 时 
| ge | = αρ! ge(y) 1= sup | g(y) I,ge € Ye. 
以 下 验证 5 满足 Arzela-Ascoli 定理 的 充分 性 条 件 ; 
(i 由 EE 为 Y 中 紧 集 可 知 E 必 为 Y 中 有 界 集 , 即 存在 8>0 使 得 
sup | y 上 8, 于 是 ,对 于 任 一 gj € 5 ,有 
| βε | = sup | g(y) | gl sup ll > | 入 oa8<+oo， 
即 为 C(E) 中 的 有 界 集 ; 
(ii) 对 于 任 一 gs € 6 以 及 任意 的 y ,y EE, 有 
| ge(y)~ ge(y) l=1g(y)-g(y) I=1g(y -νγ)ι 
κᾖΙαίιν- νγ καν -νι, 
由 此 即 知 4, 在 巨 上 等 度 连续 . 
引用 Arzela-Ascoli 定理 , 即 知 ὁ. 为 C( 巨 ) 中 的 列 紧 集 .因此 ,对 于 9 中 的 
任 一 点 列 (g, ) ,相应 得 到 的 4, 中 的 点 列 ((g， )E ) 必 有 子 列 ((g, λε}; Ο(Ε) 
中 收敛 点 列 ,从 而 为 C(E) 中 的 Cauchy 点 列 .注意 到 , Τ᾽ ER(Y Χ’),ΒΗ. 
Tg -τ' ε, | = sup, | (τα, - τὸ 6. }α | 


= ,sup | g, (Tr) ~ g, (Τε) [< sup | Εν) 一 So (y) | 


| zs 
= sgpl (gs )e (Ελλ) 1= | (gs )s (λε, 

由 此 可 知 ( 工 攻 。 ) 为 Banach 空间 X“ 中 的 Cauchy 点 列 , 从 而 为 X" 中 的 收敛 点 
列 . 

回 到 证 明 起 始 所 述 ,定理 证 毕 . 

习 题 
1. 设 p 为 线性 空间 X 上 的 半 范 数 , 证 明 : ρ(0)-0,Η ρ(ε}50 (αΕΧ). 
2. 设 p 为 线性 空间 X 上 的 半 范 数 , /为 X 上 的 线性 泛 函 ,证 明 : 
f(z)Epr)(rE Χ)ΘΙ Γα) p(x) (reEX). 
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3. 设 X 为 赋 范 线性 空间 , σος Χ 且 zx 天 0, 证 明 :存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 了 ,使 得 
ΝΑ! -1,]ίαο}Ξ [ Xo | ῃ 

4. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,rz,yEX, 证 明 : 若 对 于 任 一 /EX 均 有 f(z)= Εν), ΜΙ σ 
Ξγ. 
5. Χ 为 赋 范 线性 空间 ,2 为 X 的 子 空 间 ,zoEX, 证 明 :zoEGZ- 的 充 要 条 件 是 对 于 
X 上 的 任 一 满足 .MP) 忆 Z 的 有 界线 性 泛 函 太 , 均 有 f(xo)=0. 

6. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,ACX,zoEX, 证 明 :zoE(spanA) 的 充 要 条 件 是 对 于 X 
上 任 一 满足 ΚΟΑ {55 ΠΘΚΤΕΙ͂Σ ΡΕ ΕΕ F(zo) = 0. 

7. δὲ X 为 赋 范 线性 空间 ,证 明 :对 于 任 一 <E X, 均 有 | z‖ = ,sye 1/ία}|. 

8. 设 G 为 赋 范 线性 空间 X 的 闭 子 空间 ,如 果 对 于 任 一 fE X“, 若 f(G)= 19 则 f= 
0, 证 明 G = X. 

9. 证 明 : 无 限 维 赋 范 线性 空间 的 共 思 空间 也 是 无 限 维 的 . 

10. ΣΧ 为 赋 范 线性 空间 ,证 明 : 若 X“ 可 分 , 则 X 也 可 分 . 

11. ἹΕΒΗ͂.|' 空间 不 是 自 反 空间 . 

12. 设 X 为 Banach 空间 ,证 明 ,X 自 反 的 充 要 条 件 是 X ΗΠ. 

13. 证 明 ;Hilbert 空间 必 为 自 反 空间 . 

14. 设 XX 为 数 域 斑 上 的 峰 范 线性 空间 ,定义 《' ,+):XXX 一 FF， 

(4) := f(x),x € X,f EX', 
证 明 :(1)《*,*) 是 两 个 变 元 的 连续 函数 ; 
(2)〈'，) 关 于 第 一 .第 二 元 素 均 具有 线性 性 ; 
(3) |{α, ρα. 

15. 设 X,Y,2 为 赋 范 线性 空间 ,A ,BE (X,Y),CEF(Y,2Z). 证 明 : 

(1) (A+B)”=A” +B’*; 

(2) (aA)” =aA” ,a€EC; 

(3) (CA)” -Ααἲο.. 

16. 试 求 零 算 子 与 恒 等 算 子 的 共 斩 算 子 . 

17. 设 义 ,Y 为 Hilbert 空间 ,证 明 : 

(α, ΤΕ) = (x,T'yo), 


其 中 g(y)=(y,yo)(y€E Y). 
18. 设 TT; 一 1 为 右 移 算 子 , 即 
Tz = y= (0, ξι, δν". ).α Ξ (6η, δν") Ε 12, 
试 求 Τ᾽. 
19. 设 X 为 Banach 空间 , Y 为 赋 范 线性 空间 , Τ, € 3%(X,Y)(nEN), 且 对 于 任 一 
ZEX,(Tz) 为 收敛 点 列 ,定义 算 子 T:X 一 Y 
Τα = lim Tx ,x Ε Χ. 
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证 明 :TEX,Y), gp 7 ης, ΤΊ «αὶ! Τ. 1. 
20. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,ECX, 生 对 于 任 一 /EX, 均 有 sup|/(z)1< + ,证 明 ; 
EE 为 有 界 集 . 
21. 设 ν- (9 ) 为 一 复数 列 ,证 明 :车 对 于 任 一 = (6) ες Δι Σ επι 均 收敛， 


ΠΙ νΕΙ'. 
2.83 ΓΒ «Πρ, ΡΟΣΙ, ΗΧ ΓΗ- ρΕΙ7(Β;πι) ΒΗ ᾿-κΕΙ1.(Β, 


κ ο ΕΕ ΠῚ. 
23, 设 X,Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 ,(T, ) 为 F(X,Y) 中 的 序列 .证 明 ; 


— 


71 


(1) 811, -“»Τ,τ, --»5,Β| Τ--5; 


(2) 3: Τ, --Τ,Ν τ, --T; 若 工 -5-Τ.ΒΙ τ, -Ti 
(3) 车 ( 工 , ) 弱 收敛 ,XX 完备 , 则 (TT, [| 78358. 
24. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,(/ ) 为 X 中 的 序列 .证 明 ; 


(4) 15 /, ου κ f=g; 
(2) 3 TE -“»γοξε η. -“πρ αρ) Ἔ πρ 
(3) :ΧΒΞ.Ι ΣΙ, στι 
(4) πΠ}58᾽ψαῶϊ,ΧΞΞ,ΠΙ( | ΕΙ}. 
25. 设 (e, ) 为 Hilbert 空间 Η 中 的 就 范 直 交 序 列 , 证 明 :(e, ) 弱 收敛 但 不 强 收 敛 . 
26. 设 Τ, :一 [为 左 移 算 子 , 即 
Tx 一 (人 ye λα 三 (6,6; Ων”) Ε [2 (η 一 1,2,.…). 
证 明 ;T,€ (PR ,A),(T, ) 强 收敛 但 不 一 致 收敛 . 
27. 设 Τ, :1 一 2 为 右 移 算 子 , 即 
| Tr = (0,°%°,0, €1 ,6 ,°°), x = (é,6,,) € [1 (π-1,2,»"}. 
ο) 


ΕΗ. Τ, Ε«ΚΙ’,Ι7),(Τ, ΒΡΑΒΕΙΑ. 
28. 设 Εε(6) 定义 为 
| fx) = ξιια (δι) Em (n= 1,2"). 
证 明 :(f, ) 弱 * 收 伍 但 不 弱 收 敛 . 
29. δὲ {.Ε (6) 定义 为 
Για) τ πια (6) Ε ho (=12…). 


ΝΕΕΣ ΙΜΦΙΒ( 5. 1. (此 题 同时 说 明了 一 致 有 界 性 定理 中 空间 X 的 完备 
性 的 条 件 不 能 去 掉 . ) 
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30. 设 X 为 赋 范 线性 空间 , (z, ) 为 X 中 点 列 . 则 x, 一 >zo 的 充 要 条 件 是 
(1) (Τα 站) 有 界 ; 
(2) 对 于 任 一 /ED, 均 有 f(x,) 一 f(xo), 其 中 DD:;(spanD) =X“. 
31. ΙΕ X 为 可 分 Banach 空间 ,证 明 :X 中 的 任 一 有 界 点 列 均 存 在 弱 " 收敛 子 列 . 
32. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,1M 为 X 的 闭 子 空间 ,证 明 : 车 M 中 的 点 列 (z, ) 弱 收敛 于 
xz0; 则 zoEM. 
33. 设 pE(l,+o0),zx,T EVA=1,2,.), 记 r=(&), zr = (8")(n=1,2,.…), 
证 明 :(z, ) 弱 收敛 于 z 的 充 要 条 件 为 ( | z, | ) 有 界 且 lim Εν”) = (k=1,2,…). 
34. 举例 说 明 ; 开 映射 不 必 将 闭 集 有 映 为 闭 集 . 
35. 将 tm 视 作 赋 范 线 性 空间 1” 的 子 空间 ,定义 算 子 了 :tw 一 -top 
Tx = (5 EE = (&) € tw, 
试 说 明 对 于 了 逆 算 子 定理 的 结论 不 成 立 ， 
36. 设 X, Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 , TE 2(X,Y) ,证 明 :T-! 存 在 且 有 界 的 充 要 条 件 
是 工 为 满 射 且 存 在 wm >0 使 得 
[|Τα| Ξεπι]α]|.αΕ Χ. 
37. δὲ Χ 为 Banach 空间 ,TE2(X,X) 且 | ΤΊ «1,1ΕΒΗ:(1- 人 ) 存 在 有 界 逆 算 子 . 
38. 设 Χ 为 Banach 空 间 ,T,T 1 ΦΕΟΚΧ,Χ),Β | 5 < 一 -一 ,证 明 :(T+ 8) 


区 
存在 有 界 逆 算 子 . 
39. 设 X,Y 为 两 个 Banach 空间 ,TE (XK,Y), 且 丁 为 X 到 Y 上 的 双 射 ,证 明 ; 存 在 
正 数 a ,5 使 得 


αἰαίςκ lla6lzrl|,rExX. 
40. 设 | :| 3π|- |, 是 线性 空间 X 上 的 两 个 Banach 范 数 .证 明 : 若 存在 总 >0 使 得 
[α|[1«ὀ[α[ι,.ας Χ, 
则 存在 a >0 使 得 | 
α[α[ις- |[α];,αΕ Χ. 


41. 在 CIa ,0] 上 同时 考虑 两 个 范 数 ， 
[/1.- mas Fn) HH = | 1 fr) dr,f € Cla,b], 


试问 :上 述 的 两 个 范 数 是 否 等 价 ? 为 什么 ? 

42. 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,D 是 X 的 子 空间 ,TE 2(D,Y). 证 明 : 

(1) 若 品 为 X 的 闭 子 空间 , 则 Τ 为 闭 算 子 ; 

(2) 若 Τ ΜΗ ΤΗ Y 为 Banach 空间 , 则 DD 为 X 的 闭 子 空间 . 

43, Χ,Υ 为 两 个 赋 范 线性 空间 , 丁 :X 一 Y 为 闭 算 子 ,SE 83(X,Y), 证 明 :T+S 为 
闭 算 子 . 
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44. 设 日 为 Hilbert 空间 ,A,B:H->H 为 线性 算 子 , 旦 满足 
(4r,y)= (rzr,By),zyE Η. 
ΕΒΗ͂. Ας Φ(Η,Η). 
45. 试用 闭 图 像 定 理 证 明 逆 算 子 定理 . 


46. 对 于 = (6 )E7 ,定义 算 子 T:Tr= (说) ,证明 Τε). 
47. 设 X,Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 , TE (X,Y ) 且 存在 Τ͵'ΕἼ(Υ, Χ).ΕΒΗ.Ἐ 
dimX=o0, 则 TE Χ,Υ). 


48. 设 Χ,Υ 为 两 个 赋 范 线性 空间 ,TE K(X,Y) ΕΒΕ α, 一 >z, 则 Τι, --Τα. 


49, 设 X,Y 为 两 个 Banach 空间 , TEC(X,Y)., 证 明 : 若 T(X) 为 Y 的 闭 子 空间 , 则 
dimT(X)< co . 
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$9.1 Banach 代数 


定义 9.1.1 设 A 为数 域 K 上 的 线性 空间 . 若 A 又 是 一 个 环 ,使 得 
α(αγ) = (ar)y π(αγ)λ, IT,y E X,a€ κ, 
则 称 A 是 一 个 代数 . 若 4 为 赋 范 线性 空间 , 范 数 满足 关系 
| zyl 委 | zl lyl, 
且 存在 eEX 满足 
ze=er=z lel=1， 


则 称 A 是 一 个 赋 范 代数 (或 称 赋 范 环 ). 完 备 的 赋 范 代数 称 为 Banach 代数 . 
例 设 XX 为 Banach 空间 , 则 8%(X,X) 是 一 个 Banach 代数 . 
以 下 一 律 假定 A 为 Banach 代数 . 
引 理 1 对 于 任 一 x€ Ah, 极限 


p(z) := lim YTzT 
均 存在 , 且 po(z) 委 1z| .又 
Σα" 


n=0 


ΜΝ ρία} «1, 
发 散 , 若 po(z) > 1 


(其 中 规定 zx" = e.) | 
证 任意 取 定 EN, 对 任 一 nEN, 均 有 


n= πεί (πς θ,1,2 11 € 10,1,.%,k—1})), 
于 是 


注意 到 


1 1 1 更 二 
| 和 κ αλα [ης αἱ αἱ”, 
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则 有 
mlel* «-1α’|1 (k= 1,2,.). 
由 此 得 
Ἠπι [α” 17 < wml, 
即 lim | xz"1” 存 在 ,而 由 
[zl* < (zh)" = |zl, 
即 知 ρ(α)«]α|. 
又 ,车 p(z)<1, 则 由 正 项 级 数 的 Cauchy 判别 法 知 Σ | ze 收敛 , 且 由 


| 2 < Stl, 
ΠΒ (ΣΣ αἱ ) 为 Banach 代 数 义 中 的 Cauchy 列 ,从 而 羡 \z" 收 伍 ; 若 p(z) > 1， 


则 jim1z"| = + co, 从 而 即 知 >、z" ἈΠΕ. 
注 记 G 为 A 中 有 道 元 的 元 素 z 的 全 体 所 成 之 集 ,z 的 道 元 记 为 1， 
则 
απ Ξα = e， 


引 理 2 若 o(z)<1, 则 e-xzEG, 且 


(ε- α) 1 = Ὅλα». 
证 注意 到 
(ε - α"ἱ) - (6 -- χ)(ε 1-ᾱ---' 1 α”) - (εαν Εαλλ(ε-τκ), 


又 由 p(x)<1 知 limx" =0, 于 是 对 上 式 令 ”一 co 即 得 


εξ(ε τα) δα” Ξ (5) α")(ε σα), 


此 即 说 明 (ex)-!= Σα’. 
定理 9.1.1 对 于 任 一 x€EG, 若 41<lx7 下 | , 则 (x+h)EG, 且 
(z+h)  -α γα ihr!l= Oa?). 
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因此 G 是 A 中 的 开 集 , 且 x 一 x 为 连续 映射 ， 
证 注意 到 ,对 于 任 一 zEG,AEA4, 有 
χΕ} ο 
ΗΚ, "κ! «αι Ε, 
τα pl ας, 
则 由 引 理 1 得 
ρί-α πλ Ι- αμ], 


进而 由 引 理 2 πίεται Ah)EG, 加 之 条 件 zEG, 从 而 z+ 产 =z(e+z 1'h) 
EG. 且 由 


[ία η) Zr 和 err 一 e+ 二 


ον. η) ματς είς PPh = τη, 
易 知 存在 M >>0, 当 hh 充分 小 时 ,成 立 


1 | 
ΙΝ 


由 此 即 得 所 证 . 
定义 9.1.2 设 4 为 Banach 代 数 ,zEA, 集 合 


σ(α)1ξἱλ6εοίλε-ταᾶ ο 


称 为 x 的 谱 . 
定理 9.1.2 对 于 任 一 xE€ A,o(x) 均 为 紧 集 , 且 


σ(χ)ς ἱλςοί]ιλίς ρί(τ)|. 
证 ἩΤΙ͂--λΕσ(α), ΗΕ Χ,λε- ασ 0.1 λ70,ΛΙ ε-λθα, 


而 由 引 理 2, ρ[ξ τει, 于 是 p(x) 之 14|; 若 *=0, 则 p(x) 衬 0 便 成 立 .由 此 
证 得 
σ(α)ς ἱλεοίιλίςκ ρα), 


且 可 知 σ(α) ο 中 的 有 界 集 .于 是 只 需 证 明 c(z) 为 C 中 的 闭 集 , 即 证 得 
o( 工 ) 为 紧 集 .为 此 , 往 证 c(z) 为 C 中 开 集 . 
设 MoEc(z), 则 由 定义 ,Moe-zEG, 而 由 定理 9.1.1 知 G 为 开 集 ,于 
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是 存在 > >0, 当 EBPBOir) 时 ,Me-rxEG, 即 人 GEc(z) ,此 即 说 明 
AoE(c(z)) ,由 此 证 得 σία) 为 开 集 . 
引 理 3 对 于 任 一 zxEA,@SEA4- ,定义 
FA) = Φ((λε - τ)  )ιλ σα), 
则 了 为 ao(x) 上 的 解析 范 数 . 
证 由 于 Eu(z), 即 Me-zEG, 则 由 定理 9.1.1, 对 于 AEC, 当 | 户 | 
«ᾖέλε-α) 人: 时 ,(ae-z+AheEG, 且 


I((A+h)e—-x)!—- (λε - χ)'! 4 (λε -xr) )μρ(λο-- αχ) 上 = οί! (2), 
于 是 
lm 二 1(( Σλλο-α). -(λο- α) οἱ ---- (λε -- χ) (λε 一 工 ) 
从 而 
ο ΕΒ) FON! ο. 
且 显 然 有 


limf0) = im Ἀφ[[ο- ἆ) )=0: φίο) -ο. 
定理 9.1.3 对 于 任 一 x€EA, 均 有 co(x) 关 2. 
证 用 反 证 法 . 若 存 在 x € A 使 得 s(x)= 儿 , 则 由 引 理 3, 对 于 任 一 
BE A’, 相 应 的 了 在 C 上 解析 , 且 注 意 到 f(%%)=0, 于 是 f=0, 由 此 得 


Φία}- Κο) -0, ΦΕ Α΄, 
从 而 必 有 τ΄". =0, 矛 盾 . 
定理 9.1.4 若 对 任 一 zx 关 0, 均 有 xEG, 则 
A= λειλεο. 


证 ”由 定理 9.1.3, 对 于 任 一 +€A 必 有 o(z) 关 名 , 即 存在 EC 使 得 Xe 
一 车 G, 由 条 件 即 知 Xe 一 z=0, 亦 即 x = λε. 

定理 9.1.5 ρ(α)-ορ![λ|!λΕσί(α)!. (因此 ρ(α) 8; τ 的 谱 半 
15.) 
证 4 


γα) --οαρἰ[λ 116 σα), 
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则 由 定理 9.1.2 知 ~(z) 委 o(z). 
另 一 方面 ,对 于 任 一 AEC, 若 |41>p(z), 则 p (于 )<1, 于 是 由 引 理 2， 


于 是 


f(4) = Φ(ο) T+ ΣΦία") τα, [λ11» ία), ΦΕΑ΄, 
n=1 


注意 到 f 在 co(x) 上 解析 ,因此 上 式 在 |4|>r(z) 时 成 立 .由 此 即 知 


Φία") 
εκ) αἱ 


进而 由 习题 8.20 可 知 ， 


< 1 和 1>r(z), ὃς Α΄. 


n 


χ 
1. 


sup <+%, 1Al>r(zr), 
于 是 存在 M >0 使 得 
[zl<MiAl",nEN,1A1>r(z), 
1z «ΜΡ Ιλ 1}, n€EN,1AI> σία), 
令 π-»οο, ΠΠ ΉΠΗ|λ| »σ(α)β{, ΒΒ 
ρ(α)ΚΙλΙ, 
即 得 o(z) 委 ~(z). 


59.2 全 连续 算 子 方程 


设 XX 为 赋 范 线性 空间 , TE 2 X,X). 考 虑 算 子 方程 


Τα -λα-Ξν, (1) 
Τη - λα -ῦθ0, (2) 
ή -λ/-ε, (1) 


τ΄ ῃ-λρ-ο. (23) 
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定义 9.2.1 集合 
alT): Ξίλεοι Τ- λΙ1Ε:(Χ.Χ) 中 无 逆 | 


称 为 了 的 谱 . 
注 显然 ,车 4&o(T), 则 
1 工 - 1 为 满 射 , 即 2( 开 -AT)=X, 亦 即 方程 (1) 对 一 切 vEX 有 解 . 
2” Τ-λΙ 为 单 射 , 即 方程 (2) 只 有 零 解 , 亦 即 KT 一 A1)= ΙΙ. 
如 果 X 为 Banach 空间 , 则 1 和 2 也 是 ) 冬 ca( 工 ) 的 充分 条 件 . 因此 ， 
AEc(T) 的 充 要 条 件 是 1 和 2 至少 有 一 个 不 成 立 . 
定义 9.2.2 集合 


σ(Τ):Ξ {AECIMT-A)AIO Co(T) 


称 为 工 的 点 谱 ,AE€o,(T) 称 为 的 特征 值 ,方程 (2) 的 相应 非 零 解 x ΜΙΤ 
的 特征 向 量 . 

定理 9.2.1 设 41,…,4 为 工 的 相 异 特征 值 , rz,..,z, 为 相应 的 特征 
向 量 , 则 1 线性 无 关 . 


n-!l 
证 用 反 证 法 . 若 Ta 一 χλαια, ᾽ 则 一 方面 
k=1 


(Τ -- AD A(T -Al) x, = (δια, -λε))α, 天 0， 
另 -方面 | 
(TADT -1D) San = Sa TAT A a = 0， 
由 此 得 到 矛盾 ， 
定理 9.2.2 若 
Τχ-λα-0Ο,Τ'Ε-μ[-0ο,λ-εμ, 


则 f(z)=0. 
证 事实 上 ， 


0-6, = «(Τ-- aDz,f) = (rx,(T”— 11) 
=《z,(T*— pl)f + (py -4)1f) 
=(r,(pg -21)f) = (μ-λὶέα,β), 


即 得 所 证 . 
引 理 1 ὁ ΤτςάχΧ,Χ),λ-ο. 
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(i) 对 于 任 一 y€E (TT 一 41), 令 
E(y):= {zx EXITr-Ar= νι, 
则 存在 z(y)EE(y) 使 得 
| π(ν) || = ἰα[ἑ |. | [ας Ε(ν)!, 
且 存 在 M >0 使 得 
[| α(ν)! 委 Myl，yE AT-AL). 
(Ὁ) 3(Τ- X17) 是 X 的 闭 子 空间 . 
证 (i) 令 
m= πια [ας Εν), 
则 存在 α, EE(y)(n =1,2,…) 使 得 
[πα [α, | = m, 
Τα, λα, =y (n= 1,2,.…). 
于 是 由 (z, ) 有 界 以 及 ΤΕ CX,X) 可 知 


(αι) = (X(T -»)) 
有 收敛 子 列 (z。 ο. | α(ν) | -πι,Β. 


Tr(y)— Ar(y) = y, 


Η σ(ν)ΕΕ(ν). 
以 下 用 反 证 法 证 明 引 理 所 述 Μ 的 存在 性 .如若 不 然 , 则 存在 Ε9κ(τ- 
4X1) 使 得 


zy) >ajy,) (n= 1,2,..), 


于 是 
y 0 
TI(y,) ᾿ 
注意 到 


Τ χ(νι) λ αν) yy, 
[ασ (9) [zy OF TzCy FT 
因此 再 次 由 ΤΕ«(Χ, Χ)ΠΗΙ 
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αν) ! (7 Zn) 多 ) 
Ίαν) a\ Troy)T Γασορ] 
πμ. 
有 收敛 子 列 Tz Ἔττο, ] yo : 
Tyo λνα = 0， 


进而 有 
(T λα) αν) [νο) = y,, 
即 (z(y, ) [100 )| yo)E 下 (yw ). 于 是 由 z(y ) 的 定义 ， 


|z(w) -zy yl = [οι], 


即 
χ(γ.,) - 
αι) .... 
、 ZT(yn, ) 
这 与 zr(y, ) ”Yo 矛盾 


αν) ΜΙν,[κΙ, «κο (n= 1,2,:".), 
于 是 由 ΤΕ«(Χ,Χ)Π ΤΙ 
z(ym) (Τεν) - νι) 
有 收敛 子 列 (zx(y, )) , 记 α(ν, Λα), ΝΕ 
Txo - Απο γο. 
即 yp,€EAT- 41), 此 即 说 明 Θ( Τ- 41) 是 闭 子 空间 . 
定理 9.2.3 设 TEEC(X,X),A 翅 0. 
(1) 方程 (1) 有 人 解 的 充 要 条 件 是 对 于 (2”) 的 一 切 解 f, 有 f(y)=0. 
(1) 方程 (1”) 有 人 解 的 充 要 条 件 是 对 于 (2) 的 一 切 解 ,有 g(x)=0. 
证 (Qi) 事实 上 ， 
(1) 216 6(Τ -- λ1) 
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全 存在 FE X 使 得 f(y) 关 0 且 f(x)=0 (x € RT-A)) 
ΤΕ ΕΕ X ΙΒ /(ν)5᾽:0ΒΙ{(Τ-ληα, 50 (αΕΧ) 
今 存 在 f EX 使 得 f(y) 关 0 日 (zx,(T*-X1)f)=0 (αΕχΧ) 
命 存 在 FE X 使 得 f(y) 关 0 且 (T* -41)f = 0. 
(1) 必要 性 . 设 (1”) 有 和 解 f,xz 为 (2) 的 任 一 解 , 则 

(ανα) = (rz,(T*-2D)f) = (Tr -ar,f) = (0,7) =0. 
充分 性 . 设 gE€X 使 得 对 于 方程 (2) 的 任 一 解 α 均 有 g(x)=0. 注 意 到 ， 


车 
(Τ-λ᾽}αι = (Τ- λί)1., 
则 
(Τ -- αΙ[δίσι -zi) = 0, 
于 是 


εί(αι) = g(x;), 
由 此 可 知 ,我 们 可 在 9( Τ- λ1) ΕΕ ΧΥ͂ΣΡΗ f: 若 ( 本 -41)x=y, 则 定义 f(y) 
= g(xz). 显 然 ,f 为 线性 泛 函 , 且 
{f(y) 1=1g(z)1=1 g(x(y)) |gl Ἰα() «ΠΜ ν!|, 
y € R(T -AI), 
即 {6 ((Τ- λΙ))’. ΙΗΗ H-B 延 拓 定理 可 将 了 保 范 延 拓 至 XX , 仍 记 作 f, 于 
是 
Cz,(T*~ ΛΑ = «(Τ-- λΙ)α,β) = (r,g), x EX, 
由 此 即 得 
Τὸ Γ- ασ. 
定理 9.2.4 ΣΤΕΧ,Χ),λ-ἑ0. 
(i) 方程 (1) 对 一 切 y€ X 有 解 的 充 要 条 件 是 (2) 只 有 零 解 . 这 时 
λᾶσ(Τ). 
(1) 方程 (1”) 对 一 切 gEX 有 解 的 充 要 条 件 是 (2* ) 只 有 零 解 . 这 时 
λᾶσ(τ”). 
证 首先 注意 到 ,由 定理 8.8.3 知 ,着 TEGC(X,X), 则 Τ᾽; Ε«(Χ΄,Χ'), 
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于 是 我 们 只 需 证 明 (i). 
必要 性 .用 反 证 法 . 车 方程 (1) 对 一 切 >yEX 有 解 , 且 方程 (2) 有 非 零 解 
ZX1; 则 方程 (1) 对 于 γ-αι 有 解 zx, ,对 于 y = x， 有 解 za，…… ,如 此 以 往 , 得 
到 点 列 (x, ) 使 得 
0 x1 -(Τ-λί᾽)α; = (T-A) ry Ξ τι. = (Τ--λι)ίχµι --.'', 
0= (T-AI)zx = (Τ-- λ1)7α; 一 … 一 (T — AT)*z, 一 …， 


其 中 (TT-27)*:=(T-21)-…(T-A1).， 记 


NM:= MT— a):) (ἐ-ι,2,--), 


则 每 一 发 均 为 X 的 闭 子 空间 .显然 ， 

NENECTN CEC, 
且 由 上 述 的 讨论 可 知 ΕΛ (k= 1,2,…). 于 是 由 $6.2 的 Riesz 引 理 可 
知 ,存在 Yi+ti 马 41 使 得 


| νι | = 1, (yn ,Ah) > 也 (k = 1,2.:..). 


任 取 m>n>1, 则 由 
(T — ΛΙΝ, € Ni, 
(T -ADy, EC 
Yr Eh, CC hl, 


(X(T - 1ο, - (1 - λΏν, εν.) An 
于 是 
lp ο ]α[». ο ο.” 


ΜΠΠ(Τν, ΧΜΟΌΚΤΡΙ.[ΒΗΕΈΞΙ]ν, =1(02=2,3,…), 即 (y ) 为 有 界 点 列 ， 
且 TEGCX,X) ,由 此 得 到 矛盾 . 

充分 性 . 设 方程 (2) 只 有 零 解 , 则 由 定理 9.2.3 可 知 ,此 时 方程 (1” ) 对 于 
任 一 gE€X 均 有 解 .又 由 上 述 已 证 之 结论 可 知 ,此 时 方程 (2” ) 只 能 有 零 解 .再 
次 由 定理 9.2.3 即 知 ,此 时 方程 (1) 对 于 任 一 yE X 均 有 解 . 
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以 下 说 明 ,此 时 必 有 λά σ(Τ). 

设 方程 (1) 对 于 任 一 >EX 均 有 解 ( 亦 即 9(T- AT)=X)， 则 已 证 得 方程 
(2) 只 有 零 解 ( 亦 即 .MKT- 41) = 101), 由 此 ,一 方面 说 明 ( 工 - 41) 为 双 射 ,于 
是 存在 逆 ( 线 性 ) 算 子 ( 工 - 41)-!':X 一 XX; 另 一 方面 说 明 方程 (1) 对 于 每 一 
的 解 x, 是 惟一 的 ,于 是 τ, 即 为 引 理 1(i) 中 的 z(y), 从 而 有 

[CT-2D y= |α,|- ]α(ν)|«“Μ[ν],νε Χ, 


即 得 (T- MD) E 2(X,X) ,此 即 说 明 λ ἃ σ(Τ). 
$9.3 全 连续 算 子 的 谱 


定理 9.3.1  Τε«έ(Χ,Χ),λσθ,]] 
op(T)\ |01 = σ(Τ)Ν |0! = σ(Τ)Ν 10}. 
证 若 0 关 和 区 a,( 芽 ), 则 由 定义 即 方程 
Τα-λε-0 
ΗΒΘΗΗ ΠΗλΕ389.2.451λ6σ(Τ), ΕΠΕ 
σ(Τ}Ν |0}ς σ,(ΤῚΝ 10!, 


而 相反 的 包含 关系 恒 成 立 ,由 此 即 知 上 式 成 为 等 式 . 
又 设 4 天 0, 则 由 定义 以 及 定理 9.2.3 即 知 ， 


λ6 σ(Τ)5» 33: Τε - Xr = 0 只 有 零 解 
全 对 于 任 一 g& EX ,方程 T*f -4f = g 均 有 解 
ςΘλ ἃ σ(Τ”), 


此 即 说 明 σ(Τ}Ν 10}=o(T*)\ 10]. 

定理 9.3.2 车 dimX=o%,TEC(X,X), 则 0Eo(T). 

证 若 0&@o( 丁 ), 则 由 定义 知 TIE 有 8(X,X), 于 是 T= TT ! 为 全 连续 
算 子 ,由 此 即 知 X 为 局 部 紧 的 ,此 与 条 件 dimX = co 矛盾 . 

定理 9.3.3 车 TEK(X,X), 则 ao( 丁 ) 至 多 只 有 一 个 聚 点 0. 

证 若 c(T) 有 非 零 育 点 1 , 则 由 定义 ,存在 o( 丁 ) 中 的 数列 (4, ) 使 得 


λ.--λ,λ,.-ε0,λ.πελ, (1-1), 
易 知 ,如 此 的 (4, ) 也 必 为 o,( 工 ) 中 数列 ,于 是 存在 zx, € X 使 得 
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ρ--α,Ε .Τ-λ|}) (n= 1,2,.). 
由 定理 9.2.1, {x ,Xx2,，…,xz, | 线性 无 关 . 记 
Μ, := spanlziyza ,Tl (n= 1,2,.), 
则 每 一 Μ, 当然 为 X 的 闭 子 空间 , 且 有 
MCMa MM (n= 1,2,..). 


以 下 运用 类 似 于 定理 9.2.4 必要 性 中 的 论证 方法 , 即 可 由 Riesz 引 理 导出 矛 
ΒΞ, ΒΡΗΚΑ. 


第 十 章 ΠΒ 录 
510.1 R 中 非 Lebesgue 可 测 集 的 存在 性 


我 们 有 如 下 结论 : 若 ECR 且 m "(EE)>0, 则 存在 FCE 使 得 FE& 六 
我 们 利用 Lebesgue( 外) 测度 的 平移 不 变性 来 具体 构造 上 述 Ε. 
由 mx" (EE)>0 可 知 ,存在 aE€ (0, + coo) 使 得 
m’(E Π [-α.α]) Σ0, 
不 妨 设 πι (开门 [0,a])>0, 现 将 五 门 [0,a] 仍 记 作 五 . 


令 


E(x):= {Ié€1é€€EEHr-éE€EQ,rEE. 
则 zxzEE(z), 且 当 E(x) 关 E(y) 时 , 必 有 E(x) 门 E(y)= 名 .用 反 证 法 , 若 
Ε(α)ΠΕ(ν)”-ῶ, ΠΕΙΣ τε E(x) 门 E(y) 以 及 x,,r, EQ, 使 得 
απ ασ τ, X= yr,. 
又 ,对 于 任 一 7E E(y), 存 在 7,EQ, 使 得 7= y- r ,于 是 有 
n= ία τη Ἔτν) -r= α (rr,+r,)€E Ε(α), 
此 即 说 明 E(y)CE(z), 且 由 对 称 性 即 知 E(x)CE(y), 从 而 E(x)= 
Εν). 
由 此 ,将 五 分 解 为 如 上 所 述 的 一 族 两 两 不 交 的 集合 之 并 , 且 对 其 中 的 每 
一 集合 中 取 且 只 取 一 代表 元 组 成 一 集合 下, 以 下 说 明 此 Ε 即 为 非 Lebesgue 可 
测 集 . 
首先 ,由 Ε 的 构造 可 知 对 于 任 一 xEE,E(x) 门 FF 必 为 单 点 集 , 记 为 ei， 
于 是 EE€E 且 xz-&€EQN[ -α.α].ἘΠΕ!»,|-Ω[[-α,α],ΠΠΕΙΕ ΕΝ, 
使 得 : 
T= ξετς (r+F), 
由 此 即 得 


ECU(, + F)CI[-a,2al. 
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其 次 ,车 4 关 r, 则 必 有 (x, + 下 ) 门 (x + 下 )= 名 .如 车 不 然 , 则 存在 & 使 
得 
Et-—-r,. EF,t-—-r,€EF. 


ἰΕΞΞΙ,β(ζ-»,)-(ξ-»,)Ξτ,-.,ΕΩ,πΠ᾽Ήϊξ-;, κξ-;», 同属 于 上 
ΒΕ 的 分 解 中 的 某 一 集合 E(x); 又 由 nn 闫 mm 可 知 5 一 普 关 5 一 ,这 与 E(x) 
门 民 为 单 点 集 矛 盾 . 

于 是 ,由 Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 可 知 , 若 FE ν.μ. + FF)€ 


ο ο τς 1 Ε}τ»ι(Ε), ο ο ης 
加 性 ， 


ος πι (Ε)ς πι (CU(m + F)<m’((-a,24a]) = 3α «- ου, 
ον (Ur, + F))= m( U(r, + F))= Pm, ΚΕ) = Sm(F). 
一 方面 ,由 Sim(F) > 0 推 得 m(F) > 0; 另 一 方面 ,由 3m(F) <+ oo 推 
n=1 n=1 
得 m(F) = 0, 就 此 得 到 矛盾 . 
$ 10.2 有 界 变 差 函 数 与 绝对 连续 函数 
定义 10.2.1 设 f:[a,5]>R,A 为 [a,5] 的 分 划 :a=zo<zi<…<z, 
=6, 记 
VS) := DF) fm), 


则 称 V (A) 为 f 在 分 划 A 下 对 应 的 变 差 . 
车 sup | Vj(A)T <+%, 则 称 f 了 为 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 记 
f€EBV[a,6b], 生 记 


VC := suplV (ΔΤ, 


并 称 V (由 为 了 在 [a,6] 上 的 全 变 差 
定义 Tj:[La,b >R 


Τα) 1 ψ(Ώνα Ε[α,δ], 
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称 T 为 了 的 全 变 差 函 数 . 
定义 10.2.2 设 下 :fa,b]>R, 阁 对 于 任 一 e >0, 存 在 6>0, 使 得 当 [a， 


65] 上 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 |(a ,5 ) | 其 总 长 度 Ὁ) (δι -ᾱι)«ὃ Βή, 
Dy IF(b)- Εία)Ι«ε 
成 立 , 则 称 下 为 [a ,51 上 的 绝对 连续 函数 (或 全 连续 函数 ). 
定义 10.2.3 设 fEL[a,6b], 定 义 F:[a,b]>R 
F(z) := | IFidmzera，,o， 


则 称 王 为 f 的 一 个 不 定 积分 . 
定理 10.2.1 (1) ΓΕ BV[a,6b], 则 对 任意 [a,,5b,]C[a,b], 有 
FE BVta ,bo ]; 另 一 方面 , 若 存在 cE (a,b) 使 得 f€EBV[a,c]H {εν 
[ς,δ],Π AEBVfa ,5], 且 有 
VCD =VCDrVCOD ὥρ- το) - Τῶιαςα«νςδ). 


(2) ἘΕΒν[α,δ],Β ΓΕΒ[α,δ} ϱ (9) -εα)1«κτ(ν) - 
Trz),a 委 z<y 委 0). 
(3) 若 f,g€BV[a,b],a€ER, 则 af,f+g,fs€EBV[a,b], 且 


V (af) -1α1Ν(Ρ (Ίνα) -1 41 Τία)μα € Lah); 
VO +E ενώ +Y Ga) (T(t) τω) T(r) € [a,b)); 


VO SM VD HM YO) Ti EMT + ΜΤγ(α),ε € fad]). 
其 中 Mj, M, 分 别 为 1,g 在 [a ,5] 上 的 界 . | 
(4) 若 /为 [a ,6] 上 的 有 界 单调 函数 , 则 ΓΕ BV[a,b], 且 
VCP =1 766) fla) |. 


(5) 若 fEBV[a,6], 则 了 与 TT 具有 相同 的 左 \ 右 连续 点 . 

(6) (Jordan 分 解 ) 若 f/f€ BV [a,b], 则 存在 [a ,2] 上 的 两 个 递增 函数 
8g ,hh 18 -ρ- ή. 

证 (1) 设 A 6) 为 [a1,b1] 的 任 一 分 划 , 则 


Δι. εἰ :二 Ar ,41] U ἰανδὶ 
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为 La ,5] 的 一 个 分 划 , 由 变 差 与 全 变 差 的 定义 ， 
V Ar 0] ) QV (Δι ) «ν (0) ? 


由 Δι ,oi1 的 任意 性 以 及 fEBVv[a,b], 得 


VCP SY <+ om， 
即 得 FE BV[a, ,bi]. 
又 若 存在 cE (a,b),fEBV[a,c] 且 /EBV[c,b]. 设 A 为 [a,6] 的 
任 一 分 划 , 令 
Δι :二 Al U {οἱ - Δι U Δι] 9 
则 
V (δω) «εν (ΔΊ...) = VM) ΕΝ (A) SYP YYCA， 
由 Al 的 任意 性 ,得 
γω SV VY) «1ο, 


这 同时 说 明 f€ BV[a,6]. 
3-28, Εξ AL. 为 [a ,cj 上 的 任 一 分 划 ,Ai.; 为 [c ,6 1] 的 任 一 分 划 , 则 


. Δι, ο] :二 Δι] U Al 
为 [a ,5] 上 的 一 个 分 划 ,于 是 
νι (Δι ο) ΤΝ (ΔΩ) ΞΝ (Δι) <Y 0, 
由 Al .与 A 的 任意 性 ,得 
VCD +VCD EY. 


综合 上 述 两 个 不 等 式 , 即 得 相应 的 等 式 . 
若 将 α 视 为 c,y 视 为 5, 即 有 


νο) - Την) 一 Τ,(α), α τς νε, 


且 可 知 
ος T(z) < Τ,(ν), ακασςνγςὸ. 
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即 ,[a,b] 上 的 有 界 变 差 孙 数 /的 全 变 差 函数 T 为 非 负 单调 增 有 界 函 数 . 
(2) 设 FEBVfa ,bo .显然 
| f(y) - /(α) I<V (7) = Ti(y)- T(x),a rx < yb, 
因此 
[/(α) κ! {ία}! Τα) - Ta) Sl fla) t+ Τ͵(ὀ), α Ε [α,δ], 


即 证 得 f€ Bla,6b]. 
(3) 设 A 为 [a ,65] 的 任 一 分 划 , 则 由 变 差 的 定义 ,显然 有 


Vw(A) =1 a 1V/(A), 
V pslA) EV (A) +V,(A), 
V pa(A) «Μ, Ν.(Δ) ΕΜ, ν (Δ), 


对 上 述 三 式 两 端 关 于 A 取 上 确 界 , 即 得 所 证 . 
(4) 事实 上 ,由 于 f 为 [a ,5b5] 上 的 有 界 单调 函数 , 则 对 [a ,5] 的 任 一 分 划 
A, 有 


V (A) =1 f/f(6) - oa) 1l， 
于 是 ΓΕΒν[α,δ],Β. 
ο ο 
(5) 一 方面 ,由 
109) -{(αλικ τν) -T(r),ar< yb, 


即 知 Τ, 的 左 ( 右 ) 连 续 点 必 为 f 的 左 ( 右 ) 连 续 点 . 
男 一 方面 , 设 χπξΕ[α,δ) Ἢ f 的 右 连续 点 , 则 对 于 任 一 。 >0, 存 在 
νΕία,ὀδ {613 


1 f(1) -f(zx) 1< Σ' 1 € [zr,y), 
同时 ,存在 AZz<zZz+6G<…<y, 使 得 
Το) Τα) =V(f) «Ν ΚΔ.) 1, 


且 记 由 此 得 到 [z + 6,y] 上 相应 的 一 个 分 划 为 A,,。,. 于 是 ,对 于 任 一 
ἐΕ[α,α1δ),Ἡ 
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0-«-Τ,(ε) - Τ,(α}-ς Τ,(α τ) - T(r) 


-(Τ,ν) 一 Τ/(α)) Τεν) - Τα τε δ)) 
QV (A ) 十 5 τ Ν,ίΔι;εο,ν-) 


=| f(r+6)- ία) 1-5 «ε, 


即 证 得 T 在 zx 点 右 连续 . 
同 理 可 证 f 的 左 连续 点 也 是 本) 的 左 连续 点 . 
(6) 由 


| f(y) -fxr) Ty) - Τ(α)λ,ακας γκο, 
可 知 
Τ,(α) Γία)ς Τι(ν) + f(y),a Ar < yb, 
即 六 + 及 全 -了 均 为 [a ,5] 上 的 递增 函数 . 令 


ο --- 


Να, 即 为 所 求 . 
注 Jordan 分 解 不 是 惟一 的 ,例如 ,将 g,h 同 加 一 相同 的 递增 函数 ,仍然 
是 f 的 一 个 Jordan 分 解 .特别 地 , 若 令 
ῥία)ι = (Τ,(α) + f(r) — /(α))3, 
n(x): = (Τα) - Εία) f(a))/2,r [α,θ], 
则 p(a)=n(a)=0,p(zx) 宇 0,n(zx) 宇 0, 且 有 
T(z)= p(r) + πα), γ(α) - fla)= p(xr)—-n(r), rE [α,β], 
上 述 p,n 称 为 f 的 正规 分 解 . 
定理 10.2.2 (以 下 所 论 及 的 函数 的 定义 域 均 为 [a ,5b], 不 再 一 一 指出 .) 
(1) 绝对 连续 函数 必 为 一 致 连续 函数 . 
(2) 绝对 连续 函数 必 为 有 界 变 差 函数 . 
(3) 满足 Lipschitz 条 件 的 函数 必 为 绝对 连续 函数 . 
(4) 1, 可 积 函 数 太 的 不 定 积 分 下 为 绝对 连续 函数 , 且 


ὑ(8) - | fidm. 
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(5) 绝对 连续 函数 的 线性 组 合 与 乘积 为 绝对 连续 函数 . 

(6) 绝对 连续 函数 的 全 变 差 函数 为 绝对 连续 范 数 . 

(7) 绝对 连续 函数 必 可 分 解 为 两 个 递增 的 绝对 连续 函数 之 差 . 

证 (1) 由 定义 即 知 结论 成 立 . 

(2) 设 f 为 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 取 定义 中 的 。=1, 则 存在 5>0, 对 
于 [a ,5b] 上 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 ia , b)}， 当 > (6 -ae)<9 


时 ， φ 
2 IF(b) - Είαι)ι«1 
k 


成 立 . 现 取 [a ,6] 的 一 个 分 划 A:a = zxo<xi<… 达 x,=5 满足 zx 一 zx_1<< 人 6 
(k -1,2,'',»), ΠΧ Είτε ι » Xk ] 上 的 任 一 分 划 Δ, 显然 有 


Vi(Ai) <1 (k = 1,2,…,n), 


于 是 

VDL 12), 
从 而 

VP - Ὁ νεα, 
即 证 得 FE BV[a,b]. 


(3) 设 /为 [fa ,5j 上 满足 Lipschitz 条 件 的 函数 , 即 存在 常数 L >0, 使 得 
| f(x)- fly) ILIr-yl,r,y€E [a,b], 


则 对 于 任 一 es>0, 取 绝对 连续 函数 定义 中 的 6 = 元 即 可 得 证 . 


(4) 设 f€EL[La,b], 下 为 f 的 不 定 积分 , 则 对 于 [a ,5] 上 任意 有 限 个 互 不 
相交 的 开 区 间 1(a, ,5b )| ,有 


Dir) -Fo = 5 fam| < | κ lf ldm, 


由 积分 的 绝对 连续 性 即 知 下 为 [a ,5] 上 的 绝对 连续 函数 , 且 上 式 同时 说 明 : 
对 于 [a ,5 的 任 一 分 划 Al , 均 有 


ο κ | fi πι, 


$ 10.2 有 界 变 差 函 数 与 绝对 连续 函数 199 


从 而 
Vv)<| ， | fldm. 


另 一 方面 ,由 上 可 积 函 数 与 阶梯 函数 的 关系 :存在 阶梯 函数 列 (9P, ) 


κο. - {π} -- «.. 
pa (x) := δια χων si(r), TE [Lab] (n= 1,2,%) 
(其 中 αἱ’ 为 常数 , 记 Au:a πας αι σα Ξ δ), 218 
φ.(α)-» f(t), m-a.e. 于 [a,bl]. 


令 


ὤ(αλια Εξ Lab] (n= 1,2,…) 


Ἢ 


~ β.(α}:Ξ sgn( 9 (r+)) = ο χω 
(其 中 ceE 1 -1;0,1, 则 
| β,.(α)](α) II f(r)1,rE [a,b], 


且 由 
| ga (TIX) -! /(α) 1 Sl g(x) f(x) - g(x) 9 (zr) | 
+1 β.(α)φ,(α) -! Λία) 1! 

Sl φ.(α) - /(α) 1111 p(x) 1-1 f(r) 1 

«2! φ.(α)- {ία}, 
可 知 

β.(α)](α)-»! {(α} | πι-α.ε.Ῥ[α,ὀ]. 
于 是 ,由 控制 收敛 定 理 得 
| sam =] | fl dm. 

又 注意 到 


| gnf dm = 5 ω ὦ ci™ fdm 
[α.δ] ἐξινίαρ Ίνα, } 
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fam| = εδ.) syCP)， 


对 上 式 左 端 令 n 一 00, 即 有 
[ If dm <V (Ε). 


由 此 即 证 得 等 式 成 立 . 
(5) 设 f,g 为 [a ,6b] 上 的 绝对 连续 函数 ,a ,BER, 对 于 [a ,5b] 上 任意 有 限 
个 互 不 相交 的 开 区 间 1(a; ,5b )| ,有 


> | (af(6) + βα(δι)) - (af(as) + βαίαι)) | 

<lal > (όν) - fla) 1+181 > | g(b)— βίαι) 1， 
» | f(bi)g(b) — fla)g(a) | 

< M2 | β(ὀι) - βίαι) I+ Ms 2 | f(b;) - αι) 1， 


其 中 Mj ΞΜ, 分 别 表示 f(x) 与 g(x) 在 [a,5] 上 的 界 ,由 此 即 知 of + Be 与 
fg 为 [a,b5] 上 的 绝对 连续 函数 . 
(6) 设 f 为 [a ,5] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 对 于 任 一 。 >0, 存 在 8>0, 对 于 


[a ,6] 中 任意 有 限 个 两 两 不 交 的 开 区 间 (ai ,6.) να. 
αι) < ὃ 时 ， 有 


> 1 f(b) - fla) I< Ξ' 
由 全 变 关 的 定义 可 知 ,对 于 每 一 (7), 存 在 
Aaalia - ας «αν Kr = όν, 
使 得 
YO ΤΙΝ Σ (f(z) fr) ση. 


注意 到 (zf 人 所 TH) =1,2,.…，, ny 16 一 1,2,…,m ) 仍 为 [a ,bP ] 中 有 限 个 两 两 
不 交 的 开 区 间 , 且 
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DB ας) = Sb - αμ) < ὃ, 
k=1 j=1 k=1 
于 是 


κα 


Ὁ | Τγίδε)- T(r) 1= > VD < Σ(Σ V (Ara, sa) + 二 


=1 \j=1 
= > 5 ) Ὁ ε ε E _ 
προ ατα) + 王 区 计 + 一 人 


此 即 说 明 Τ, 为 [a ,5] 上 的 绝对 连续 函数 . 

(7) 由 (2)、(5)、(6) 以 及 有 界 变 差 函 数 的 Jordan 分 解 即 得 所 证 . 

引 理 1 若 fEL(E,m), 任 给 :ER, 令 p(T):= ία Ελ)λιας(- ες 
EF), 则 pEL(-1+E,m), 有 £8 


证 由 于 EE&, 于 是 由 Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 知 , 任 给 :ER, 必 有 
(t+E)EY4, 且 m(-t1+E)=m(E). 注 意 到 ,对 于 任 一 a€ER, 有 
(t+E)(p >a)=Irlr€E(-t+E)H φία) Σ αἰ 
-ἰσ]σξΕί(-:11ΕΤΗ Και) αὶ 
ΞἰσίασςΕβΒ ία) σῬαἱ - Ε(Γ»α)εΕ 


因此 φ 为 (一 t+ 玉 ) 上 的 Y 可 测 函 数 . 
8 /= χι(Α 为 E 的 可 测 子 集 ), 则 


φία) - f(r+1)= χα(α Έτ) = Xn), «Εί(-:1-Ε), 
| pdm =| Xunadm Ξπι((-1Α}ῃΠ(-ε-Ε)) 
-t+E -+E 
=m(-t+A)=m(A)= | xadm = | fam, 


由 此 即 知 , 当 ΓΕ 上 的 非 负 简单 函数 时 成 立 | φάπι = | /dm 


当 7 为 下 上 的 非 负 Y 可 测 函 数 时 ,由 可 测 函数 与 简单 函数 的 关系 可 知 ， 
存在 上 的 非 负 简单 函数 列 ( ῃ, ) 使 得 


δι (α) Αλ ία),α ΕΕ. 
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显然 ,相应 的 p, (xz):= (z+) 满足 
φι(α) = [ία Έτ) [ία 1-1) = p(xr),rE(-t+E). 
于 是 由 Levi 定理 及 上 述 已 证 之 结论 ,有 


| pdm Ξ tim pdm Ξ lim| Adm Ξ | fam. 


由 此 易 知 , 当 了 EL(E,m) 时 仍 有 | pdm = | fdm， 


引 理 2 上 的 有 限 值 单调 函数 mm-a.e. 存 在 导数 . 

尽管 引 理 2 是 实 变 函 数论 中 的 重要 结论 ,但 其 证 明 过 于 宛 长 , 故 证 略 . 

定理 10.2.3 设 /为 [< ,5] 上 的 有 界 单调 增 函 数 ,在 的 导数 不 存在 的 
点 处 规定 F(z) 为 任 一 值 , 则 EL[a,5]( 从 而 f(x) 在 [a,6b] 上 m-a.e. 
有 限 ), 且 


| ,fdm < γ() - f(a). 


证 首先 将 f 延 拓 为 [a ,+1] 上 函数 ,其 中 规定 f(x)= Ap)(CzEf6， 
b+1j). 令 


ga (x) = (f(z ΠΝ f(z)), εΕ[α,δ} (n= 1,2,.). 


由 f 为 [a,6b] 上 的 有 界 单调 函数 可 知 fEL[a,b],g (120, ΒΗ1Ξ|38 1 ἈΙ 
gEL[a,6b]. 又 由 引 理 2 知 


gn(X) > f(r) m-a.e. 于 [a,b], 
且 由 Lebesgue 测度 的 完备 性 可 知 广 可 测 . 于 是 再 由 引 理 1 及 Fatou 定理 ,有 


μες 一 | (ime )dm < μας 
一 limn ΠΝ + ,b+ 1 /dm -| fem) 
四 (中 中 7am] 


κ tm(f(s + 3)- 70))= (0) - fa). 
推论 若 了 为 [ae,2] 上 的 有 界 变 差 函 数 或 绝对 连续 函数 , 则 f 在 [a ,6] 


ερ 
[ο] 
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上 m-a.e. 存 在 有 限 导数 . 若 在 挛 不 存在 的 点 x 处 规定 广 (z) 为 任 一 值 , 则 
ΓΕΕΐ[α.6δ]. 

证 ΗΉΛΕ;ΕΡΕ ΚΚ} Jordan 分 解 定 理 .一 般 可 测 函 数 可 积 的 定义 以 及 
定理 10.2.3 即 可 得 证 . 

引 理 3 ΠΕ [ία] ΓΗ απ ΕΘΕΑ, Η F(x)=0 m-a.e. 于 [a， 
ο]. Ε ΗΡΑΣ. 

证 我 们 往 证 F(x)=F(a) (x€[a,b]), 注 意 到 ,在 引 理 所 设 条 件 
下 ,对 于 任 一 xzE(a,0], 则 下 必 为 [fa,z] 上 的 绝对 连续 函数 , 故 只 需 证 明 
Ε(δ)Ξ F(a) 即 可 . 

由 下 为 La,b] 上 绝对 连续 函数 的 定义 ,对 于 任 一 s>0, 存 在 


δε (ο, ) 只 有 ,对 于 [e ,5 上 任意 有 限 个 两 两 不 交 的 开 区 间 1(a , 6.)1 ， 


ἌΣ), -αι) < 6 时 ,有 


2 1F(6)- F(a)l<5. 
由 所 (zx)=0 m-a.e. 于 [a,6] 可 知 ,存在 m- 零 测 集 FE。,( 设 α,δΕ ΕΙ} 8 
得 
Ε΄(α) -0,σΕ la,bl\E,. 
可 知 , 对 于 任 一 zEfa,b]\Eo ,存在 δ, >0, 使 得 [x -6,,x+6,]C(a,6b) 且 
成 立 
1 F(1)— Ε(α) I< ση [It—-xri,t€E[r-6.,r+6,]. 
对 m- 零 测 集 E, , 必 存 在 R 上 的 开 集 G: = U(a ,8 ) 使 得 G 沪 Eo,m(G) 


<6( 其 中 (a ,8 ) 为 G 的 构成 区 间 ). 
由 此 得 到 R 上 的 覆盖 了 有 界 闭 区 间 [a ,6] 的 开 区 间 族 


δες |r Orto) lrE [abl\ ElU Ἰία.β}|, 


由 有 限 覆 盖 定 理 , 存 在 :=(y 一 ,ys ο 


UD [a,b), 


ΗΙ, 只 与 足 标 与 其 相 邻 的 1 与 1 ,1 相交 ,只 有 了 1 含有 a, 只 有 了 上 含有 45, 即 
᾿ χιτ τι τα ς γλ-λ« γι τι νο τι ς γλ tr < 
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«γι Τι Yt πι ζὸ σσ γι Ἔτι. 
则 (k=2,3,…,n) 的 左 端点 及 < ,6 两 点 就 构成 了 [a,6] 的 一 个 分 划 : 
ay τον rr 
«ντ <b. 
现 对 此 分 划 中 的 点 做 如 下 增删 ; 


若 1.6 |(α,,βι}} , 则 将 νι 添加 到 分 划 中 , 且 此 时 若 kt+l 一 Τρι < Νιμ , 则 
删 去 νι. γενν. 


经 上 述 增删 后 的 [a ,5 ] 的 分 划 记 为 


αΞ-ποςα. ς ''«-α, -β. 


Φ 


ΛΙ := 和 (zz)CGiE {1,2,… 上， 
A; := {11,2,…,m} \ Λι, 
则 有 


2 -xD) 委 DZI(B -α) Ξ πι(ο) « ὃ. 


注意 到 , 当 i€ A, 时 , 则 区 间 [z -zi] 的 左 、 右 端点 之 一 必 属 于 [e ,5] \ Εφ. 
若 zEfa ,b] \ Eo , 则 στι -δι ; 若 αι E[a,p] \ Ευ 时 , 则 αισαι 十 
ὃ, .于 是 


ΓΕ(αι) - F(x) < τα ΕΛ;. 
从 而 有 


πι 


Ι {(0) - Εία)λις | Ε(α;) - Ε(α,ι) | 
μπει 


SO) 1 Ε(αι) - F(x) 1+ Ὁ) Ε(α)) --Ε(α,ι) | 
ἲ {ΕΛ} 


ει 
ε 


< 2 1 人 (5 -αμι)«ςε, 
再 由 e>0 的 任意 性 即 得 AL6) = f(a). 


定理 10.2.4( 微 积分 基本 定理 ) 下 为 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 的 充 要 
条 件 是 存在 AE 工 [a ,65] 使 得 
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Ε(α) = F(a) η] μπι, x € [α,δ]. 


此 外 还 有 
Ε΄(α) -- f(x)m-a.e. 于 [a,b]. 
证 充分 性 . 设 /EL[a,5b], 则 对 于 [a,5] 中 任意 有 限 个 两 两 不 交 的 开 


区 间 |(a, ,bi)|, 有 
ΣΙ Ε(δι)- Fa) 1= ΣΙ ΜΠ «Σ] 


其 中 下 = U(as，, 色 ]. 注 意 到 
(δι -αι) = πι(Ε), 


则 由 绝对 连续 函数 的 定义 与 积分 的 绝对 连续 性 即 知 下 为 [a,5] 上 的 绝对 连 
续 函 数 . 

必要 性 . 设 下 为 [a ,5] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 由 定理 10.2.3 之 推论 ,存在 
fEL[a,b] 使 得 所 (x)= f(z)m-a.e. 于 [a,b]. 现 令 


if ldm= | 1f1dm, 


(αχ sb ) 


G(z) =| fdm, τΕ la,b], 


H(zx) = F(x) - σα), 


则 由 定理 10.2.2(5) 及 上 述 充 分 性 之 论证 可 知 五 为 [a,8] 上 的 绝对 连续 函 
数 . 
注意 到 , 若 成 立 


σ΄(α) = f(x) m-a.e. 于 [a,b], (x*) 
则 有 
H(z)= F(x)- G(rz)=0 m-a.e. 于 [a,b]. 
于 是 由 引 理 3， 
. Η(α) Ξ C,x € [α,δ] 
(其 中 C 为 常数 ) , 即 


F(z) = /dm ἘΟ, ΣΕ [α,ὀῤ], 


特别 取 x = a, 即 得 C= F(a). 
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以 下 就 来 证 明 ( x ) 式 . 
首先 ,对 于 任 一 gE€L[a,65]， 


d 
Φ΄(-) τ- -去 | pdm 
在 La,5] 上 ma-a.e. 存 在 ,GELfa ,5]. 令 
Φι(α) = -- πι, Φι(1) = | φ πι, .Ε [α,ὀ], 


ΠΦ,,Φ, Ἁία, ,pg] 上 绝对 连续 的 单调 增 函 数 . 由 定理 10.2.3 及 其 推论 推 得 


| | Φ΄ | dm =| [Φι- Bldm<| (Φ’ + $B)dm 
[α,δ] ία, 6} [α, ὃ] 


< Φι(ϐ) + Φ,(6) -| 9° + 7 )dm -| lp ldm. 
ab a,b 


现 对 f€EL[a,6b], 由 工 可 积 函 数 与 连续 函数 的 关系 ,对 于 任 一 。 >0, 存 
在 yjE CL[a,b] 使 得 


ε 
| 1f -91dm «-. 
又 由 工 积分 与 R 积分 的 关系 ,有 
Ψ΄(α) :-- πμ 一 Κο = φία),α 6 [α,ῤδ]. 
从 而 有 


| ,ie -fldm<| 1G-Y idm ο 
= 1(G-yY) ο ο 


«2 If- pldm<e, 
aib 


由 e >0 的 任意 性 即 得 所 证 . 

至 此 定理 证 毕 . 

注 ”由 有 界 变 差 函 数 的 Jordan 分 解 可 知 ,对 于 σε BV[a ,5] 必 对 应 一 个 
有 限 广义 L-S 测度 πι ( 即 两 个 有 限 L-S 测度 之 差 ). 我们 不 加 证 明 地 给 出 如 
下 推论 , 它 说 明了 函数 的 绝对 连续 性 与 其 相应 的 广义 LS 测度 的 绝对 连续 性 
的 关系 . 
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推论 ” 设 连续 函数 FE BV[a,5], 且 对 应 的 有 限 广义 L-S 测度 为 mr , 则 
下 为 [ae ,2] 上 的 绝对 连续 函数 的 充 要 条 件 是 mm. 
δι 设 (u, ) 为 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 列 , 苦 


(1) 存在 mcE[a ,0]， 使 得 Du (ας) (κά: 

(2) > Γ α΄ | dm ΚΑ, 
νι 在 [a,6] 上 收 全 于 绝对 连续 函数 , 且 

Ea) = Ds) m-a.e. Ἔα.δ]. 
证 由 条 件 (2) 可 知 (参见 习题 5.17), 存 在 SE Lf[a ,6] 使 得 
S(z) - Σά (0), z € [α,δ], 

| Sam = Df εἰάνε, Ε(ά) := [aoz] 或 ra ας ra, 
由 于 wu, 为 [a ,6] 上 的 绝对 连续 函数 ,因此 由 定理 10.2.4， 


u(x) τα, (αρ) + άν αΕ [ab (= 12,3), 


从 而 有 
P| us dm 
n=1 n=1 πΞὶν Ε(τ) 
δαν (αν) +| Sdm, ΣΕ [α.δ]. 
8 


UTCz) = Σλα,(α) Ξ Du, (ας) +| ,Sdm， rE€la,b), 
n=1 n=] r 


Εἴ. 
则 再 次 由 定理 10.2.4 可 知 , U 为 fa ,5] 上 的 绝对 连续 函数 , 且 有 


ἂτ δγαν α) Ξυ (1) Ξ 51) = Στα, (α) m-a.e€. 于 [a,6]. 
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$10.3 Riemann-Stielties 积分 


在 本 节 中 ,介绍 R 积分 的 另 一 种 推广 一 一 R-S 积分 的 概念 ,并 将 不 加 证 
明 地 给 出 有 关 的 一 系列 定理 .相信 对 于 κ 积分 理论 有 一 定 基础 的 读者 ,不 难 
对 其 中 大 多 数 定理 自行 给 出 证 明 . 在 此 ,提请 读者 特别 注意 R-S 积分 与 尺 积 
分 的 不 同 之 处 ， 

定义 10.3.1 设 a 为 [a,5] 上 的 有 界 单调 增 函 数 .对 应 于 [a ,0] 的 每 个 
分 划 


Δια Ξαρσαισς '' «ς α, - ὁ, 
记 
Aa := az ) — a(x). 


设 /为 [e ,5] 上 的 有 界 实 值 函数 ， 


U(f,A,a) := ΣΊΜιΔαι,Ι.(Ρ,Δ,α) := Dm Aos 
εξ] k=1 


分 别称 为 了 关于 A 与 a 的 Darboux 上 .下 和 ,其 中 Μι = supf([ zx, αι 1), 
πες }).1τ' 


| rz)ae(z) := inf U(f,A,a), [πα)άα(ε) := sup L(f,A,a). 
车 


| f(z)dalz) = [fCz)dalz), 


则 公共 值 记 为 | f(z)da(x), 且 称 之 为 在 [a,6] 上 关于 a 的 Riemann- 
Stieltjes 积分 ;这 时 称 f 在 [a,5] 上 (关于 a)R-S 可 积 , 记 为 f€ER([a,6b]; 
a). 
定理 10.3.1 fE€R([a,bj;a) 的 充 要 条 件 是 对 任 一 。 >0, 存 在 分 划 Δ, 
使 得 
U(f,A,a) - L(f,A,a) < e. 


定理 10.3.2 若 fEC[la,65], 则 fER([a,6b];a). 且 对 于 任 一 e >0, 存 
在 6>0, 对 [a,5b] 的 任 一 分 划 
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Δία = το «αγ ς:'«α, = 6b,1Al:= max {πι 一 Ze- « ὃ, 
以 及 在 分 划 A 下 的 任 一 介 点 集 
ξ :二 ΓΕ, ,6&,1( 其 中 δι 6 [ .xii ,Th | ,sk 三 1,2,.…,7), 


均 有 
| Σπ ξ,}λα, -| f(r)dalz) | «-ε. 


定理 10.3.3 设 /为 La,2] 上 的 有 界 单调 函数 ,a 为 [wa ,5]j 上 的 有 界 递 
增 连 续 函 数 , 则 ΓΕ R([a,b];a). 

定理 10.3.4 (1) 若 记 ,PER(Le,bic), 则 六 +PER(Le,p]ia)， 
Β 


[Cn + APGz))datz) = | α)άα(α) + [f(r)dalz). 

(2) 若 fE R([a,6b1;a),c 为 常数 , 则 cfER([a,p]ic), 且 
Γε[(α)Δα(α) = ε[ f(x)dalz). 

(3) 车 有 ,ER([a,6];a), 有 i(z) 过 f(z), 则 
[μιζυ)άα(α) «« fl dalz). 


(4) 若 f€ER([a,b];a),a<c<b, 则 fER([a,c];a), fER([c,b]; 
α), ΗΒ 


| f(r)dalz) + | f(z)dalz) 一 | f(z)dalz). 


(3) 若 JER([a,pjia), ΓΕ Κ([α,ὐ]ται),Β ΓΕ Κί[α, δ]χαι t+ 
az ), 且 


[κα)ά(ωι(α) + αἰ(α)) = | 7(z)da(z) + 人 f(z)dos(z). 
(6) 4 AER([a,5]ia),c 为 正常 数 , 则 fFER([a,bl;ca), 且 
[α)ά(αα(α)) = cmda(z) 


定理 10.3.5 设 f€ER([a,b]j;a),f(r)E[m,M](zrEla,b)), 
gE€EC[m,M], 则 g*fER([a,bl1;a). 
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定理 10.3.6 车 uER([a,bl;a),v€ER([a,bj];a), 则 
(1) αυξ Κί[α,δ]};α}; 


(2) [«ἰΕΒ(Γα,δ]1α), |] kz)da(z) < | | u(r) | da(x). 


定义 10.3.2 设 f 为 [a,65] 上 的 有 界 隔 数 ,a 为 [a,b] 上 的 有 界 单调 增 
函数 .对 [a ,5] 的 任 一 分 划 Δια = zu<zi<…<xz,=pb, 任 取 介 点 集 &:= 


1 ,… ,| , 作 和 


σ(/,Δια) = Σλ/ίξι)δαι, 


则 称 oz(f,A,a) 为 /关于 A 与 a 的 Riemann-Stieltjes 和 . 
设 /ER, 若 对 于 任 一 s>0, 存 在 6>0, 对 于 任 一 满足 上 A «ὁ 的 分 划 Δ 
以 及 分 划 A 下 的 任 一 介 点 集 &, 均 有 
lo(f,A,a)—- 1 1<e， 
则 记 作 
lio fA, a) = 
定理 10.3.7 Πα 有 公共 的 间断 点 cE [ua ,5] , 则 ιἴπι σ(/,Δ,α)’- 


存在 . 
定理 10.3.8 (1) 1 [πι o(f,A,a) 存 在 , 则 ER([a,p]ic), 且 


1 Al 一 0 


lim σ({,Δ,α) = [καλα (α). 


[Δ|--0 


(2) 若 (i) /Ε Ο[α, 0], ΕΚ(Π) ΕΕ Εί[α,δ];α)Η α 在 [a ,8] 上 连续 单调 
增 , 则 上 式 成 立 . 

注 有 些 教材 将 满足 定义 10. 3.2 条 件 的 函数 f 称 为 在 [a ,5] 上 (关于 
α)κ-5 可 积 , 且 将 上 述 的 极限 值 / 称 为 在 [a ,6] 上 关于 a 的 RS 积分 .需要 
指出 的 是 ,定义 10.3.1 与 定义 10.3.2 并 不 等 价 (参见 上 述 两 个 定理 ). 

定义 10.3.3 若 a€ BV[a,b],a=B-~7y, 此 处 β,γ 为 a 的 Jordan 分 
解 .如 果 下 式 右 端的 两 个 积分 存在 , 则 定义 


[f(x)dalz) ους -| Fa)ay(z) 
注 “在 下 述 两 种 情形 下 , 则 上 述 积分 必 存 在 ， 


(D γΕζ[α,δ],αΕΒν[α,ὀδ]; 
(ii) f,a€EBVla,b],H aECla ,b]. 
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定理 10.3.9 设 f,a 满足 上 述 注 的 (或 iD. 工 为 a 在 [a ,6] 上 的 全 变 
差 函 数 , 则 


ᾗ[καλαα(α) ST 1 /α) 1ατ.(α). 


推论 αλα (α) κ Ν (α) ορ 1 f(a 
定理 10.3.10 设 f,a€EBVvla,b],fEC[la,6b], 则 


[κά (α) = fb)alb) - Λαλα(α) -a(x)df(z). 


注 车 /€ Cla,b],a€ BV[a,5], 则 | /(x)da(x) 存在 .于 是 ,即使 


Γᾶ BV[a ,bo ,定理 10.3.10 也 可 以 用 来 定义 积分 | a(x)df(z). 


定理 10.3.11 着 fECla,bj,a 在 [a,5] 上 有 界 单调 增 , 则 存在 
EE [a,b] 使 得 


[λο)άα(α) = /(Ε)(α(Φ) ~ α(α)). 


定理 10.3.12 若 f 在 [a,61 上 单调 ,a€ Βν[α,δ]Η αεΕζ[α,ὀδ], ΗΕ 
1Ε ΕΕ [α. ὁ 18118. 


| f(z)dalz) = Γ(α)(α(ξ) - a(a)) + f(b) (a(b) - a(é)). 


定理 10.3.13 设 f,g€Cla,b],g 严格 递增 ,h 是 g 的 反 消 数 , 记 g(a) 
=c,g(5)=q, 则 


[λας = [κκ 
定理 10.3.14 若 f,a ER[a,bj, 则 ΓΕ Ε([α,ὐ]ια), Β. 
[f(z)dalz) 三 [παλαί)άε. 


定理 10.3.15 设 f€ECla,b],a€ BV[a,65],T, 为 a 在 [a,b] 上 的 全 
变 差 函数 .定义 


F(a) =0, F(x) = | f(aalt) (a < z<b), 
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则 FE BV[a,6], 且 V(F) 志 | 1 /ία} Τατ.) CzE[a,o]). 此 外 ,有 


Εία 0) - Ε(α) - f(r)(a(r +0) - α(α)),α rt<b; 
Ε(α) - Ε(α -0) - f(x)(a(x)- a(x -θ))λια«αςὸ. 
定理 10.3.16 设 Ρ,α,Τ,,Ε 如 定理 10.3.15, 则 


V CF) - κοτοτ. 


定理 10.3.17 设 f 在 [a,b5] 上 有 界 ,a 在 [a,b5] 上 有 界 单调 增 , 则 下 列 
陈述 等 价 : 
(1) ΓΕ Ν([α,ὐ]τα). 


(2) 存在 实数 ![ 即 | 7(z)da(z) ) ,有 下 列 性 质 ; Ye >0, 存 在 [a,6] 的 
分 划 A, ,使 得 对 Δ, 的 任 一 加 细 A 及 分 划 A 下 的 任 一 介 点 集 6 ,有 
| σ(/,Δ,α) - /I<s. 
(3) 对 于 任 一 。 >0, 存 在 分 划 A, ,对 于 和 的 任 一 加 细 A, 均 有 
OU(f,A,a) - L(f,A,a) < ε. 
定理 10.3.18 设 a€BVia,6b],f,€ECla,b] (n=1,2,…),(f,(x)) 
在 [a,6] 上 一 致 收 化 于 f(z), 则 
[ια f(z)de(z) = [γα )άα(α). 


定理 10.3.19 设 /€ECla,bl,a,€EBV[a,b] (n=1,2,…),(a, (zx)) 


在 [a,b] 上 处 处 收 生 于 a(x), 且 存在 常数 K >0, 使 得 V (a,)<K(n = 1， 
2,…), 则 a€ BV[a,6b], 且 有 


πὶ (αλα, (κ) = | γ(α)άαία). 


$10.4 空间 Cla,5] 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 


定理 (Riesz) A 为 Cfa,5b] 上 的 有 界线 性 泛 函 的 充 要 条 件 是 存在 
ae BV[a,6] 使 得 
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